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1 Bevezetés 

Az új optimális adósságportfólió modell fejlesztésének egyik következő lépése a 
devizában denominált adósságban rejlő kockázatok hatékony felmérése. Ehhez 
szükséges a deviza hozamgörbék, valamint a devizaárfolyam(ok) becslése, előrejelzése 
és a modellbe való beillesztése a devizaadósság kamat- és árfolyamkockázatának 
vizsgálata érdekében. A jelen tanulmány célja olyan modellek és módszerek 
összegyűjtése és leírása, amelyek képesek (1) előrejelezni két (vagy több) 
devizaárfolyam-pár mozgását, illetve (2) képesek becslést adni a devizaadóssághoz 
kapcsolódó hozamgörbében rejlő kockázatokra, valamint előrejelezni azt. Az ÁKK a 
devizaadósságának döntő részét (céljai szerint 100%-át) euróra swapolja vagy eleve 
euróban van denominálva, ezért jelen anyagban csak a forint/euró árfolyamra 
koncentrálunk.   

Egy megfelelő modell alkalmazható lehet a devizakötvények beárazására (különösen 
azon kötvények esetében, amelyekre nincs árfolyam adatunk) akár napi szinten is. A 
hozamgörbe-illesztést a magyar devizaadósság esetében nehezíti, hogy adott napokra 
csak kevés (5-6 darab) magyar devizakötvényre van megfelelő árfolyam adat. Emiatt 
érdemes lehet a deviza-hozamgörbét valamilyen, a magyar devizakötvényekénél 
likvidebb piac adatai alapján illeszteni. Ennek mikéntjével a tanulmányban részletesen 
foglalkozunk. 

1. Mivel a devizaadósság kimutatása és elszámolása forintban történik, 
szükséges az előrejelzések során egy realisztikusan viselkedő 
árfolyammozgást alkalmazni. Az árfolyam-előrejelzésnek ideális esetben 
kapcsolatban kell lennie a hazai és külföldi hozamok alakulásával is, azaz az 
árfolyammodell használhatná a Forint és Euró hozamgörbében jelenlevő 
információkat is. Gyakorlatban ezen információk használata azt jelenthetné, 
hogy az árfolyam előrejelzés egy kis mértékben jobb egy tisztán ökonometriai 
modell eredményeinél1. 

2. Előrejelzések, szimulációk készítésénél egy jól specifikált modellkeret 
segítségével megadott trajektóriák jobb és hitelesebb kimeneteket tudnak 
generálni, mint egy tisztán ökonometriai modell. Ezért mindenképpen 
hasznos egy olyan modellfelírás, ahol az összefüggési viszonyok a hozamok, 
devizaárfolyamok (és adott esetben a makrogazdasági változók) között 
korrektül vannak reprezentálva a modellben, ami azt jelenti, hogy a 
modellkeret-választás kérdése felértékelődik a probléma megoldása során. 

3. Mindazonáltal elképzelhető olyan megoldás, hogy elsőként egy egyszerűbb, 
makrováltozókat nem tartalmazó árfolyammodellt vizsgálunk meg, és azt 
követően több lépésben bővítjük e modellt (vagy térünk át egy másikra) a 
makrovátozók beépítésével. 

                                        
1 Amint később be fogjuk mutatni a 3. és 5. részekben, könnyen lehet egyszerű és értelmes 

közgazdasági törvényszerűségek alapján olyan modellt konstruálni, amik az előrejelzési képességeiket 
tekintve túlszárnyalják például az ARIMA-GARCH modelleket, vagy valamely hasonló modell típusokat. 

(Ez utóbbiakat tekintjük tisztán ökonometirai modellnek, ugyanis ezek mögött nem húzodik meg 
komolyabb elméleti háttér.) 
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A fentiek mellett fontos szempont, hogy olyan előrejelzéseket, árazási formulákat 
és szimulációkat használjon a modell, amely módszertanában és eredményeiben 
konzisztens a már meglevő Forint kötvényekre alkotott módszertannal. Fontos tehát 
az eddig meglevő eredményeket (például Nelson-Siegel és hasonló bővített 
hozamgörbe modelleket) felhasználni akár az Euró hozamgörbe, akár az árfolyam 
előrejelzése során. 

A devizaárfolyam mozgása és két hozamgörbe egymáshoz való viszonya rengeteg 
információt hordoz a gazdaságok állapotáról, ezért a modellek bemutatása előtt 
szükséges a hazai adatok alapvető trendjeinek a megértése. Ennek érdekében havi 
adatokon vizsgáljuk az árfolyam, egyes alapvető makrogazdasági adatok (infláció, 
gazdasági növekedés, munkanélküliség stb.), a hozamszintek és a Nelson-Siegel (NS) 
faktorok közötti összefüggéseket. A 2. részben külön kitérünk a devizaárfolyam főbb 
jellemzőire is. A tanulmányban arra helyezzük a hangsúlyt, hogy megértsük a hozamok 
és devizaárfolyamok közötti összefüggéseket. A tanulmány készítésekor nagy 
hangsúlyt fektettünk arra, hogy az egyes módszerek alkalmazhatóságát reprodukáljuk 
és a magyar adatokon is megvizsgáljuk a működőképességüket. Ez azért fontos, mert 
a makroökonómiában elterjedt gyakorlat, hogy az USA, de legalábbis csak néhány 
nagyobb gazdaság adataira alkalmazzák a modelleket, emiatt az olyan kis nyitott 
gazdaságok kapcsán, mint Magyarország, csak a legritkább esetben történik meg az 
adott módszertan tesztelése. 

A modellek alkalmazhatóságának vizsgálatára az anyag 2. részében az árfolyamhoz 
kapcsolódó néhány fontosabb fogalom (a „carry”, a forward prémium anomália és 
árfolyam viszonyának elemzése, a NS faktorok és a makrogazdasági változók) 
vizsgálata kerül előtérbe. A tanulmány 3. része egy összefoglaló a több-országos 
hozamgörbe modellek eredményeiről. Abban a fejezetben azt tekintjük át, hogy miként 
lehet a hozamgörbe adatok segítségével árfolyamot is modellezni, illetve két 
hozamgörbét miként lehet egyszerre úgy becsülni, hogy a változók közötti 
összefüggések ésszerűen jelenítsék meg a valós állapotokat. A 3.1-es részben a több-
országos arbitrázsmentes affin hozamgörbe modelleket vizsgáljunk, míg a 3.2-es 
részben azt, hogy a makroökonómiai változókat miként lehet bevezetni a hozamgörbe 
modellezésbe. A témával foglalkozó irodalom áttekintése alapján csak ebben a 
megközelítésben teljesül két igen fontos jellemző: (1) a teljes hozamgörbe mozgását 
modellezni lehet, (2) a manapság igen elterjedt DSGE (Dynamic Stochastic Genereal 
Equilibrium) új keynesi modellek eredményeit (különböző faktorok bevezetésével) 
konzisztensen be lehet építeni egy hozamgörbe modellbe. A 3.3-as részben valamivel 
specifikusabban néhány Nelson-Siegel modellre épülő több-országos hozamgörbe 
modellt mutatunk be. 

Az anyag 4. és 5. része arról ad leírást, hogy milyen módszerek használhatóak rövid 
és hosszú távú előrejelzések készítésére. A 4. részben a szűkebb értelemben vett 
ökonometriai módszerekről írunk, amely módszerek inkább az árfolyam kockázatának 
realisztikus megjelenítésére használhatóak, előrejelzésre pedig csak rövidtávon 
használatosak. Ezzel ellentétesen az 5. részben bemutatott modellek alkalmasak arra, 
hogy makrogazdasági és pénzügyi változók alapján akár évekre előre is becslést 
adjanak az árfolyam alakulására, és a makrogazdasági környezet által kiváltott 
hatásokra. Nagy hátránya ezeknek a modelleknek, hogy a szakirodalom erősen 
megosztott az alkalmazhatóságukkal kapcsolatban, nincs egy általános érvényű 
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modell, ami minden devizapárra működne. (Ez persze rávilágít arra is, hogy mennyire 
nehéz feladat a devizaárfolyam-előrejelzés.) 

A tanulmány 6. részében a hazai euróban denominált kötvények árazásával 
foglalkozunk. Azt vizsgáljuk, hogy mik a magyar euróhozamok összetevői, különös 
tekintettel arra, hogy mennyiben jelenik meg a devizakötvények hozamában az 
országkockázat. A hozam részelemekre bontása azért fontos, mert ez összetettebb 
modellek megalkotását teszi lehetővé. A 7. rész tartalmazza az elérhető nemzetközi 
módszertanok összefoglalását a témában. A fő kérdés ebben a részben az, hogy a 
publikált és elérhető modellek mennyit jelenítenek meg a korábbi fejezetekben 
bemutatott módszerekből. Sajnos ezen összefoglaló igen rövid, mert egyrészről kevés, 
Magyarországhoz hasonló országban van jelentős devizaadósság kibocsátás, másrészt 
relatíve kevés az elérhető publikáció, és ezek között is viszonylag kevés olyan akad, 
amit az elmúlt fél évtizedben publikáltak, így nem feltétlenül a legkorszerűbb 
modelleket mutatja be ez a fejezet. 

Az összefoglaló fejezetek, valamint a tanulmány kisebb háttérelemzései segítik az 
alkalmazandó modell kiválasztását. A szakirodalomban fellelhető tanulmányok jól 
mutatják be az egyes megközelítések (többországos hozamgörbe modellek, 
strukturális árfolyam modellek, ökonometriai módszerek) lehetőségeit és korlátait. Az 
elemzések jó útmutatást adnak arra vonatkozóan, hogy az implementáció során, a 
magyar adatokon mire lehet számítani, illetve a nagy gazdaságokra jól működő 
modellek mennyiben képesek (lehetnek képesek) ésszerű és közgazdaságilag is 
indokolható eredményeket szolgáltatni a magyar adatokon. Mindezek alapján a 
tanulmány az ÁKK optimális adósságportfólió modelljébe egy kétországos 
Nelson-Siegel típusú modell beépítését javasolja. E modell jelen tanulmány 3-
as fejezetének tanulságai alapján készül, alkalmasan módosítva a magyar esetre. E 
modellnek egy részletes bemutatását adja Bebesi (2016). 
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2 Stilizált tények 

2.1 Árfolyam-dinamika és kamatlábak 

Az egyik legalapvetőbb árfolyam-dinamikát is meghatározó (vagy legalábbis a 
standard közgazdasági elméletek szerint meghatározó) tényező a fedezetlen 

kamatparitás. Ennek értelmében, ha az egyik országban a kamatszint magasabb (𝑟𝑡
𝐷,𝑇 

a hazai log-hozam 𝑇 lejáratra, 𝐹 jelöli a külföldet, míg 𝐷 a hazai gazdaság változóit), 
akkor annak a fizetőeszköze szükségszerűen leértékelődik a másik országéhoz képest. 
Így az árfolyam várt leértékelődése valamely 𝑇 időszakig (𝑠𝑡 az árfolyam logaritmusa2) 

adott időtávon egyenlő kell, hogy legyen a jelenlegi, adott lejáratra szóló kamatok 
közötti különbséggel („carry”-vel): 

𝑠𝑡+𝑇 − 𝑠𝑡 = 𝑇(𝑟𝑡
𝐷,𝑇 − 𝑟𝑡

𝐹,𝑇) 

Ha még az is igaz, hogy a határidős árfolyamokra (logaritmizált határidős árfolyam: 
𝑓𝑡,𝑇 𝑇 lejáratra, 𝑡 időpontban, 𝑠𝑡 a spot árfolyam t időpontban) teljesül a következő: 

𝑠𝑡+𝑇 − 𝑠𝑡 = 𝑓𝑡,𝑇 − 𝑠𝑡 

akkor, fedezett kamatparitásról lehet beszélni. Ez egy no-arbitrage feltétel amely, ha 
nem áll fenn, akkor azt jelenti, hogy ügyes kereskedési stratégiával kockázatmentesen 
profitot lehet elérni. Amennyiben a befektetők arra számítanak, hogy 𝑠𝑡+𝑇 − 𝑠𝑡 <

𝑇(𝑟𝑡
𝐷,𝑇 − 𝑟𝑡

𝐹,𝑇), vagyis az árfolyam kevésbé fog leértékelődni, mint amit a hozamszintek 

közötti különbségtől várni lehet, akkor érdemes külföldi devizában hitelt felvenni és 
hazai devizában betétet elhelyezni vagy hazai devizában denominált kötvényeket 
venni. Ez a carry trade, ami elvben alacsony kockázatok mellett eredményez néhány 
bázispontnyi hozamot. A fedezetlen kamatparitás és fedezett kamatparitás teljesülését 

egy no-arbitrage feltétellel lehet megadni. Ha 𝑓𝑡,𝑇 nagyobb, mint 𝑇(𝑟𝑡
𝐷,𝑇 − 𝑟𝑡

𝐹,𝑇) + 𝑠𝑡, 

akkor érdemes lehet határidőre eladni a külföldi devizából, miközben a jelenben ahhoz 
hozzá lehet jutni például egy a hazai pénzben történő hitelfelvétellel és azonnali 

devizára váltással. E művelet esetén a kifizetés 𝑓𝑡,𝑇 − 𝑇(𝑟𝑡
𝐷,𝑇 − 𝑟𝑡

𝐹,𝑇) > 0 lesz, ami már 

azonnal elkölthető a kiinduló időpontban. Így a fedezett kamatparitás esetén: 𝑓𝑡,𝑇 =

𝑇(𝑟𝑡
𝐷,𝑇 − 𝑟𝑡

𝐹,𝑇). 

A fedezetlen és különösen a fedezett kamatparitás rengeteg helyen támadható. A 
Forint és Euró árfolyam viszonylatában különösen 2002-től a pénzügyi válságig 
bizonyos időszakonként nem teljesült. Így például 2004 és 2006 között még 
valamennyit erősödött is a Forint az Euróhoz képest szemben azzal, hogy teljesen más 
gazdasági helyzetben volt az Euró zóna illetve Magyarország, legalábbis az árfolyamot 
meghatározó fundamentumokat tekintve. (Magasabb infláció és kamat szintek a 
magyar oldalon.) Az 1. ábra és a 2. ábra jól mutatja, hogy hiába követi le az 
árfolyammozgást a kamatlábak közötti különbség, a pozitív „carry” a Forint és Euró 
hozamok között még mindig leértékelődést kellene, hogy jelentsen (maximum lassabb 
ütemben) a sok helyen látható erősödéssel szemben. Jóllehet 2001-től egészen 2008-

                                        
2 Jelen anyagban, mindig, ha devizaárfolyamra, vagy annak valamilyen függvényére gondolunk, 

akkor az árfolyam alatt egy egységnyi külföldi fizetőeszköz hazai pénzben kifejezett árát értjük. 



5 
 

ig Magyarországon még nem lebegő, hanem sávosan rögzített árfolyam rendszer volt 
érvényben (ERM II), azonban ezek a sávok elég szélesek voltak ahhoz, hogy a piaci 
mechanizmusok működni tudjanak (±15 százalék). 

 
1. ábra: A Forint leértékelődése az Euróhoz képest és a hozam differenciák, Forrás: MNB, ECB adatok, valamint 

saját számítások. A Forint hozamok Fama-Bliss (1987) módszertana szerint készültek. A hozam eltérések az Euró 
és Forint hozamok között értendőek. 

Az elsők között vizsgálta a fentebb bemutatott jelenséget Fama (1984). A szerző 
eredményeire építve rengeteg tanulmány foglalkozott a kérdéssel, illetve azzal, hogy 
ezt a jelenséget hogyan lehet konzisztensen beilleszteni a hozamgörbe modellezésbe 
(Backus, Foresi és Telmer 2001; Brandt és Santa-Clara 2001; Brennan és Xia 2006; de 
los Rios 2009). E tanulmányok rendre olyan modelleket vizsgálnak, amelyek képesek 
olyan árfolyam trajektóriákat generálni, amelyek esetén az árfolyam a 
kamatparitásokkal ellentétesen mozog. Egy jellemző megvalósítása ennek az időben 
változó kockázati prémiumok beépítése a modellbe, e modelleket részletesebben a 3. 
részben mutatjuk be. 

 
2. ábra: A havi Forint/Euro árfolyam loghozamainak késleltetett korrelációi az 5 éves hozam differenciákkal, 

Forrás: MNB, ECB adatok, valamint saját számítások. A Forint hozamok Fama-Bliss (1987) módszertana szerint 
készültek. Az ábra a Forint/Euró árfolyam log-hozamainak (késleltetés nélkül) és az 5 éves Forint és Euró 

hozamok késleltetettjeinek korrelációját mutatja havi adatokon. 

A továbbiakban legyen 𝐹𝑡
𝑇 a forward árfolyam a következő 𝑇 időszaki árfolyamra 

vonatkozóan, 𝑆𝑡 a jelenlegi árfolyam 𝑡-ben, 𝑒𝑡 és 𝑢𝑡független azonos eloszlású normális 
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eloszlású hibatagok valamilyen szórással. Fama (1984) a következő regressziókat 
vizsgálta: 

𝐹𝑡
𝑇 − 𝑆𝑡+𝑇 = 𝛼1 − 𝛽1(𝐹𝑡

𝑇 − 𝑆𝑡) + 𝑒𝑡 

𝑆𝑡+𝑇 − 𝑆𝑡 = 𝛼2 − 𝛽2(𝐹𝑡
𝑇 − 𝑆𝑡) + 𝑢𝑡 

A fenti két egyenlet a felírásból adódóan alkalmas a kamatparitások létének 
vizsgálatához, a paraméter értékeknek fontos szerepe van ennek mértékének 
megállapításában. Fama (1984) tanulmánya alapján, érdemes felbontani a határidős 
és spot árfolyam különbségét a következő két komponensre: 

𝐹𝑡
𝑇 − 𝑆𝑡 = [𝐹𝑡

𝑇 − 𝔼(𝑆𝑡+𝑇)] + [𝔼(𝑆𝑡+𝑇) − 𝑆𝑡] = 𝑃𝑡 + 𝑄𝑡. 

Egy negatív 𝛽2 magyarázható a kockázati prémium (𝑃𝑡) és várt leértékelődés (𝑄𝑡) 

közötti negatív korrelációval, ebben az esetben pedig a kockázati prémium volatilitása 
nagyobb, mint a várt leértékelődésé. Így az időben változó kockázati prémiumnak nem 
elhanyagolható a jelentősége a kamatlábak és hozamok kapcsolatának vizsgálatában. 
Fama (1984) mindkét regressziós felírása a fedezett kamatparitásra irányult, ezt a 
szigorú feltételt enyhítve, és a fedezetlen kamatparitásra alkalmazva a következő 
regresszió adódik (𝑠𝑡a logaritmizált árfolyam, 𝑣𝑡 a normális eloszlású hibatag):  

𝑠𝑡+𝑇 − 𝑠𝑡 = 𝛼3 − 𝛽3(𝑟𝑡
𝐷,𝑇 − 𝑟𝑡

𝐹,𝑇) + 𝑣𝑡 

Ez már könnyen becsülhető, ugyanis nem kellenek hozzá a forward árfolyamra 
vonatkozó jegyzések, valamivel jobban leírják a „carry” és az árfolyam viszonyát, 
valamint magyar adatokon, magasabb frekvencián is végrehajtható az elemzés.3 

Eredményváltozó (log-
hozamok) 

Regresszor 𝛼3 𝛽3 se(𝛼3) se(𝛽3) 𝑅2 Időszak Megfigyelések 

Napi frekvencia         

Árfolyam 1 hónap 
Fama-Bliss 1 

hónap 
0,558 -0,085 0,106 0,020 0,005 2002.01.02-2015.11.03 3372 

Árfolyam 1 hónap BUBOR 1 hónap 0,654 -0,099 0,108 0,020 0,008 2002.01.02-2015.11.03 3372 

Árfolyam 3 hónap 
Fama-Bliss 3 

hónap 
0,709 -0,058 0,175 0,034 0,001 2002.01.02-2015.11.03 3372 

Árfolyam 3 hónap BUBOR 3 hónap 0,925 -0,098 0,182 0,034 0,002 2002.01.02-2015.11.03 3372 

Árfolyam 1 hónap BUBOR 1 hónap 0,959 -0,147 0,156 0,026 0,012 2002.01.02-2015.08.01 2569 

Árfolyam 1 hónap BUBOR 1 hónap 0,139 0,024 0,146 0,040 0,000 2012.08.01-2015.11.03 804 

Havi frekvencia         

Árfolyam 1 hónap 
Fama-Bliss 1 

hónap 
0,764 -0,124 0,413 0,078 0,016 2002.01.02-2015.11.03 159 

Árfolyam 1 hónap BUBOR 1 hónap 0,821 -0,129 0,414 0,074 0,019 2002.01.02-2015.11.03 159 

Árfolyam 3 hónap 
Fama-Bliss 3 

hónap 
0,908 -0,100 0,825 0,160 0,003 2002.01.02-2015.11.03 159 

Árfolyam 3 hónap BUBOR 3 hónap 1,040 -0,121 0,846 0,155 0,004 2002.01.02-2015.11.03 159 

Árfolyam 1 hónap BUBOR 1 hónap 1,069 -0,175 0,565 0,097 0,026 2002.01.02-2015.08.01 125 

Árfolyam 1 hónap BUBOR 1 hónap 0,217 0,011 0,624 0,162 0,000 2012.08.01-2015.11.03 35 

1. táblázat: A Fama (1984) regresszió módosítása a Forint/Euró árfolyamra, Forrás: MNB, ECB adatok, valamint 
saját számítások. A Fama-Bliss 1 hónap és 3 hónap a regresszorok között a Fama-Bliss (1987) módszertana 

szerint készült hozamokat jelöli. A regresszor mindenhol a feltüntetett Forint hozam és a megfelelő lejáratú Euró 
hozamok különbsége. 

                                        
3 Itt még be lehetne szorozni a kamat különbözetet a lejárattal, azonban e modellfelírás esetén az 

eredmény érzéketlen a regresszor konstanssal való szorzására. 
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Az 1. táblázat tartalmazza a Fama (1984) által inspirált regresszió eredményeit. Jól 
látszik, hogy napi frekvencia esetén a 𝛽3 mindegyik szokásos szignifikancia-szint esetén 

szignifikáns és negatív, kivéve, ha a vizsgált időperiódust rövidebbre állítjuk, és az 1. 
ábra alapján csak a 2012 augusztusa utáni adatokat vizsgáljuk. Ez némileg erősíti az 
eddig bemutatott jelenség („foreign premium puzzle” vagy „anomaly”) létét, azonban 
a regresszió magyarázó ereje nagyon alacsony, jóllehet Fama (1984) és más szerzők 
(Backus, Foresi és Telmer 2001; Mouabbi 2014) szerzők sem kaptak a forward 
prémium regresszióra 3 százaléknál sokkal magasabb 𝑅2-eket. Darvas és Schepp 

(2007) is megbecsüli a fentebb bemutatott regressziót 1998 és 2002 közötti 
Forint/Euró adatokra. Ez alapján rámutatnak, hogy többek között azért rossz a 
regresszió illeszkedése és előrejelző ereje, mert nem számol időben változó kockázati 
szintekkel (lejárati prémium, árfolyamkockázat), valamint reálgazdasági hatásokkal 
(Balassa-Samuelson hatás), amik különösen akkor lényegesek, ha két különböző 
gazdasági szinten levő ország keresztárfolyamát vizsgáljuk. 

A regresszió eredményeivel konzisztens a 1. ábra, amin látható egy erős kapcsolat 
a 10 éves hozameltérések és az árfolyam között. 2012 augusztusa előtt a Forint és 
Euró hozamok közötti rés csökkenése inkább egy árfolyam erősödést vetített előre a 
regresszió szerint (forward prémium anomália), míg 2012-től ugyanez a változás már 
inkább egy árfolyamgyengülést jósol. Így az ábrák és a regresszió alapján 
egyértelműen változik a kapcsolat a hozamok és árfolyammozgás között. Ezek az 
eredmények egybecsengenek a 2012-ben történő változásokkal a nemzetközi 
pénzpiacokon. 2012 első hónapjaira az Euró rövid hozamok 0 százalék közelébe 
süllyedtek, míg 2012. augusztus 29-én megkezdött az MNB kamatcsökkentő ciklusa. A 
regresszió eredményei közel sem meggyőzőek, azonban az ötéves hozamdifferenciák 
és a HUF/EUR árfolyam log-hozamait szemlélve felfedezhető valamiféle előrejelző erő. 
A 2. ábra alapján kb. 3 hónappal a hozamszintek változása után jelenik meg a hatás 
legmarkánsabban az árfolyam változásban. 

 
3. ábra: Az árfolyam log-hozamainak és hozamszint változások szórásának időbeni alakulása, Forrás: MNB, ECB 

adatok, valamint saját számítások. A Forint hozamok Fama-Bliss (1987) módszertana szerint készültek. Az ábra a 
Forint/Euró árfolyam log-hozamainak és a kamatláb differenciák szórását hasonlítja össze (adott időponthoz az 

előző egy év idősorából kalkulált szórás tartozik). 
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Az eddigiek alapján az árfolyam előrejelzése viszonylag nehéz még a 
hozamdifferenciák ismeretében is. Elsősorban a nehézség oka a nagy volatilitás, ezt 
szemlélteti a 3. ábra. Jól láthatóan a Forint/Euró árfolyam log-hozamai mintegy 10-
szer volatilisebbek, mint a hozamszintek megváltozásai. Jól látszik (3. ábra) 2008. 3. 
negyedévtől a megugrás a szórásokban a válság felerősödése idején, hasonló kisebb 
emelkedés 2012. év közepétől tapasztalható a görög válság kibontakozásákor. A 3. 
ábra sok szempontból nem túl informatív, ugyanakkor joggal merül fel az igény 
modelltől függetlenül, hogy az realisztikus árfolyam trajektóriákat generáljon, ehhez 
pedig a fentiek szerint az kell, hogy az árfolyam a kamatlábváltozásnál akár tízszer is 
volatilisebb legyen. 

Az árfolyam varianciája érdekes kapcsolatot mutat az Euró és Forint hozamok közötti 
differenciákkal. A 4. ábra egy GARCH(1,1) modell eredményeit (varianciák) mutatja az 
árfolyam log-hozamaira 2007 decembere és 2015 novembere között4. A hozam 
varianciákat (ezek lehetnek modell eredmények, vagy piaci jegyzések például 
visszaszímított volatilitsás) és a CDS felárakat felhasználva viszonylag jól 
magyarázhatóak a Forint és Euró hozamok közötti eltérések. Már ez a egyszerű 
elemzés is rávilágít arra, hogy kívánatos lehet nem csak az árfolyam szintjét, hanem 
annak a volatilitását is egy változónak kezelni, hiszen akár ez is hatással lehet a 
kamatok szintjére. 

 
4. ábra: A GARCH(1,1) modell által becsült varianciák és CDS felárak, Forrás: Thomson Reuters, valamint saját 

számítások. A variancia egy GARCH(1,1) modell alapján készült az árfolyamok log-hozamaira. 

Az eredmények azt mutatják, hogy a vizsgált regresszió kb. 80 százalékban 

(0,78-as 𝑅2) tudja magyarázni a magyar hozamok és az Euró zóna hozamai közötti 

különbséget. Itt a CDS felfogható csődkockázatnak, míg a kapott variancia az árfolyam 
kockázatát hivatott megjeleníteni. Az elemzés minden, valószínűsíthető problémájával 
együtt (heteroszkedaszticitás, valószínűleg hiányzó magyarázóváltozók, AR(1) 
folyamatot követő hibatagok) képes rávilágítani arra a tényre, hogy a Forint és Euró 

                                        
4 A korrelogramm és ARMA lag szelekció alapján az árfolyam log-hozamok egy fehérzaj folyamatot 

követtek, de változó szórással a vizsgált időperiódusban. Emiatt csak a hibatagok modellezésére került 
sor. 
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hozamok közötti különbség viszonylag könnyen felbontható az előbbi említett két 
magyarázó tényezőre. 

Dependent: diff5y Koefficiens Standard hiba t-érték p-érték 

const 2,033 0,036 55,282 0,000 

var(GARCH(1,1)) 8110,670 308,498 26,290 0,000 

CDS_5year 0,008 0,000 60,190 0,000 

2. táblázat: Egy regresszió eredményei a hozam differenciák modellezésére, Forrás: Thompson Reuters, valamint 
saját számítások. A variancia (var(GARCH(1,1))) egy GARC(1,1) modell alapján készült az árfolyamok log-

hozamaira. *** jelölés esetén a változó 1 százalékos szignifikancia szinten is szignifikáns. 

2.2 Nelson-Siegel faktorok és makrogazdasági, pénzügyi adatok 

Felmerül a kérdés, hogy lehetnek-e Fama (1984) eredményeinek makroökonómiai 
magyarázatai? Előfordulhat-e hogy azért értékelődött fel a Forint az Euróhoz képest, 
pontosabban a vártnál azért értékelődött le kevésbé, mert valamilyen egyéb hatás 
(például kedvezőbb növekedési kilátások, erőteljesebb beruházás, tőketranszferek 
stb.) ilyen irányba tolta az árfolyamot? Az 5. ábra alapján a főbb makrogazdasági 
változók és az árfolyam között nincs egyértelmű kapcsolat, így ennek feltárása egy 
komolyabb elemzést tesz szükségessé. 

 
5. ábra: A Forint leértékelődése és a főbb gazdasági mutatók differenciái, Forrás: Thomson Reuters, MNB ECB, 

saját számítások. A relatív gazdasági növekedés mutatja a magyarországi és az Euróövezeti gazdasági növekedés 
közötti eltérést. 

A továbbiakban a Nelson-Siegel (NS) modell és makrogazdasági, pénzügyi adatok 
kapcsolatát mutatjuk be, majd a 2.3. részben rámutatunk ezek alkalmazhatóságára az 
árfolyam mozgás magyarázatában. E rövid elemzés azért lényeges, mert, ahogy majd 
a tanulmány 5. részében rámutatunk, az árfolyam strukturális, makrogazdasági 
fundamentumokon alapuló előrejelzése egy széleskörűen alkalmazott megközelítés, mi 
több, a 3. rész néhány modelljénél is szerepe van a makrogazdasági kapcsolatoknak. 
Ismert tény, hogy a hozamgörbe képes bizonyos információkat megjeleníteni a 
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gazdaság jövőjéről. Amennyiben pedig a modellünkben csak hozamgörbéhez 
kapcsolódó változók szerepelnek, hasznos lehet tudni, hogy mit mondanak el a 
hozamgörbe faktorok a reálgazdaságról. (Lásd.: a 3.3.3. részben Mouabbi (2014) 
modelljét egy ilyen példára.) Az árfolyam vizsgálata mellett a faktorok inflációval vett 
kapcsolata lehet még elemzésre érdemes, ugyanis vannak inflációhoz kötött forint- és 
devizakötvények is az ÁKK állományában, amelyek árazásához ez az információ 
alapvető.  

Diebold és Li (2006) tanulmánya nyomán érdemesmegvizsgálni, hogy 
értelmezhetőek-e a paraméterek (faktorok) szintként, meredekségként és 
görbületként. A NS modellben a következő alakban keressük a log-hozamgörbét: 

𝑦𝑡
𝜏 = 𝛽𝑡,0 + 𝛽𝑡,1 (

1 − 𝑒−𝜆𝑡𝜏

𝜆𝑡𝜏
) + 𝛽𝑡,2 (

1 − 𝑒−𝜆𝑡𝜏

𝜆𝑡𝜏
− 𝑒−𝜆𝑡𝜏), 

ahol 𝑦𝑡
𝜏 jelöli a log zérókupon hozamot 𝜏 lejáratra t időpontban. Ahol lejáratot is 

szerepeltetünk a faktor említésénél, ott a képletben a faktor és a faktorhoz tartozó 
együttható szorzatának hozzájárulását vizsgáljuk. 

A faktorok beazonosítása fontos, ugyanis csak ezt követően kerülhet sor a faktorok 
interpretálására makrogazdasági változókkal, majd a használatukra valamilyen modell 
felírásban. Jól láthatóan (6. ábra) hozzásimul a szint (𝛽0) paraméter értéke 10 éves 

hozamokat mutató vonalhoz (a 3 hónapos hozammal való kapcsolat sokkal gyengébb 
és így a 10 évesnél egyre kisebb lejáratokkal is), így az elméletnek megfelelően 
működik ez a faktor. 

 
6. ábra: A NS modell szint paramétere és a 10 éves Forint hozamok, Forrás: Thomson Reuters, valamint saját 

számítások. A 10 éves hozamok Fama és Bliss (1987) módszertana alapján készültek 

A meredekség és görbület faktorok interpretációja már közel sem ilyen egyértelmű, 
a meredekség faktor pl. hosszabb ideje egy negatív előjelű paraméter (7. ábra). A 
kisebb lejárathoz tartozó kamatlábból vontuk ki a nagyobb lejáratot, ha ez pozitív, 
akkor inverz hozamgörbéről van szó. 
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7. ábra: A Meredekség faktor és a meredekségre bevezetett proxy változók, Forrás: ÁKK, valamint saját 

számítások. A hozamok Fama és Bliss (1987) módszertana alapján készültek. 

Nem ilyen egyértelmű azonban a kapcsolat a görbület és a hozamok között. A 9. 
ábra mutatja, hogy az meredekség faktor (𝛽1) minden késleltetésre erősen korrelál a 

görbületre bevezetett proxy változóval, ami a 10 éves és 3 hónapos hozamok összege 
mínusz a 2 éves hozamok kétszerese. A görbület faktor csak a 0 késleltetésnél tudja 
ezt közelíteni. Itt viszont legalább a korreláció előjele megfelelő, azaz a görbület faktor 
növekedésével a hozamgörbe egyre púposabb.5 

 
8. ábra: NS faktor és a görbületre bevezetett változók, Forrás: ÁKK, valamint saját számítások. A hozamok Fama 

és Bliss (1987) módszertana alapján készültek. 

                                        
5 A korrelációk és proxy változók meghatározásánál egy 15 különböző lejárathoz tartozó hozamsor 

állt rendelkezésre, ebből készült el olyan proxy változó, ami a lehető legjobban korrelált a megfelelő 
faktorral. 
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9. ábra: A görbületre bevezetett változó korrelációja a NS modell faktoraival, Forrás: ÁKK, valamint saját 

számítások. A hozamok Fama és Bliss (1987) módszertana alapján készültek. Itt a hozamokból képzett változó 10 
éves hozam + 3 hónapos hozam – 2* 2 éves hozammal vett keresztkorrelációk láthatóak. 

Láthatóak a 2004. szeptember 1. és 2015. november 3. közötti árfolyamok 
logaritmusának és az erre az időszakra becsült Nelson-Siegel modell6 meredekség 
paraméterének az értékéi havi adatokon (10. ábra). 

 
10. ábra: Az árfolyam logaritmusa és a NS modell meredekség faktora, Forrás: Thomson Reuters, valamint saját 

számítások. 

Szembetűnő a negatív kapcsolat a két idősor között. Bizonyos késleltetések mellett 
a korreláció elérheti a −0,8-as értéket, 0 késleltetésnél ez −0,75. Hasonló negatív 

kapcsolat fedezhető fel havi adatokon a folyó fizetési mérleg egyenlege és a NS 
második faktora között. Az árfolyam preferáltabb, hiszen ez az adat minden 
időpillanatban rendelkezésre áll, míg a folyó mérleg adatra vonatkozó nyilvános közlés 
csak negyedévente van, ráadásul a módszertani változások miatt egy hosszabb idősor 
vizsgálata több kérdést is felvet az adatok megbízhatóságáról. A standard hozamgörbe 
elméletek szerint akkor emelekedő a hozamgörbe, ha konjunktúrában van a gazdaság, 

                                        
6 A paraméterek az optimális adósságportfólió modell egy outputjaként álltak elő. A célfüggvényt a 

kötvényárfolyamoktól vett négyzetes eltérések jelentették, duration alapú súlyozással. Az optimalizálás 
a BFGS algoritmussal történt. 

0

0,1

0,2

0,3

0,4

0,5

0,6

0,7

0,8

0,9

NS Görbület NS Meredekség

 (8,00)

 (6,00)

 (4,00)

 (2,00)

 -

 2,00

 4,00

 6,00

 5,25
 5,30
 5,35
 5,40
 5,45
 5,50
 5,55
 5,60
 5,65
 5,70
 5,75
 5,80

A Forint/Euro árfolyam logaritmusa

A NS modell meredekség faktora (jobb tengely)



13 
 

vagy legalábbis nincsenek komoly finanszírozási problémái az államháztartásnak, ill. 
nincsenek egyéb súrlódások a gazdaságban. Így például 2003-2004 körül azért lehetett 
konjunktúrában is inverz a hozamgörbe, mert jelentős eltérések lehettek a rövid és 
hosszútávú inflációs várakozásokban, egy ma szemmel nézve magas inflációs 
környezetben. A fenti rövid vizsgálat egy tartós és ellentétes kapcsolatot mutat a 
meredekség faktor és árfolyam kapcsolatában. Nyilván mindkét változónak van egy 
megindokolható driftje, az árfolyamnak7 a gyengülés irányába, a meredekségnek pedig 
a csökkenés felé. Ez a feltárt kapcsolat érdekes, ugyanis nem törvényszerű, hogy ez 
így legyen. Így a Forintnak van egy felértékelődési potenciálja az Euróval szemben a 
vizsgált időszak végén (pozitív folyó fizetési mérleg egyenleg, küszöbön álló 
felminősítés, javuló államháztartási egyenleg). A meredekség faktornak pedig könnyen 
lehetett volna pozitív például 2012 év végén, amikor recesszió volt hazánban. Több 
mint valószínű, hogy egy komplexebb modell keretben elvégzett vizsgálat további 
eredményeket tudna szolgáltatni ehhez a jelenséghez. 

 
11. ábra: A NS modell meredekség faktora, valamint a CPI alapú infláció, Forrás: MNB, valamint saját számítások.  

A 11. ábra az NS modell meredekség faktorát és az inflációt veti össze, melyből az 
szűrhető le, hogy az infláció inkább kontra-ciklikus, ahogyan a hozamgörbe 
meredeksége is az (jellemzően nagyobb válság időszakokban ugrik meg az értékük), 
itt inkább a kapcsolat erőssége a lényeges. A korreláció a két változó között 0,75-ös 

érték körül alakul, egy regresszió, amely tartalmazza az árfolyamot, illetve az infláció 
alakulását, mintegy 65 százalékban képes leírni a meredekség mozgását (lásd a 3. 

táblázat). Érdemes megfigyelni a vizsgált kapcsolat előjelét. 2014-ben volt a 
legnagyobb a különbség a 3 hónapos és 10 éves hozamok között, ez egy igen meredek 
hozamgörbét jelent, miközben deflációs veszély volt ebben az időszakban. A kapcsolat 
a többi időszakban is hasonló, ám kevésbé látványos, azaz ahol a NS modell gazdasági 

                                        
7 A magyar infláció végig magasabb volt a vizsgált időszak nagy részében, mint az Euróövezeti 

infláció. Ez pedig az egységes ár törvénye miatt a Forint gyengülését indokolja a vizsgált időszak alatt. 
Hasonlóan a világpiaci folyamatokra adott jegybanki válaszok maitt egy kamat csökkenési ciklus 

kezdődött a 2008-as válságot követően, ami miatt a rövid kamatok csökkentek, ezzel csökkentve a 
meredekséget. 
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növekedést mutatna (emelkedő hozamgörbe), ott nincs inflációs nyomás a 
gazdaságban. 

 Koefficiensek Standard hiba t érték p-érték Alsó 95% Felső 95% 

Konstans 72,417 11,491 6,302 0,000 49,678 95,155 

CPIgrowth 0,382 0,0659 5,791 0,000 0,251 0,512 

LogEur_Huf -13,309 2,014 -6,607 0,000 -17,294 -9,323 

3. táblázat: A regresszió eredményei a NS modell meredekség faktorára, Forrás: MNB, ÁKK és saját számítások. 
Megj.: Konstans jelöli a tengelymetszetet, a CPIgrowth és LogEur_Huf változók az év/év alapú szezonálisan 

igazított magyar inflációs szám, valamint a Forint/Euró árfolyam logaritmusa. 

A fentiek alapján könnyű értelmet adni a meredekség és szint faktornak, ugyanakkor 
ez közel sem igaz a görbületet leíró harmadik faktorra. Rengeteg próbálkozás után sem 
sikerült ennek a faktornak a mozgására azzal értelmesen korreláló jelentősebb 
makrogazdasági változót találni, és ezt a kérdéssel foglalkozó szakirodalom is 
alátámasztja (Diebold, Rudebusch és Aruoba 2004). A GDP növekedéssel, valamint a 
kibocsátási réssel sem mutatható ki a kapcsolatot a meredekség paraméter esetében. 
Ez annak fényében, hogy a görbe meredekségének változását egy „lead” indikátornak 
szokták tekinteni a gazdasági növekedésre vonatkozóan, egy nagyon érdekes és 
további vizsgálatokra okot adó eredmény. 

 
12. ábra: A NS modell meredekség faktorának kapcsolata makrogazdasági változókkal, Forrás: MNB, valamint 
saját számítások. Megj.: A kék vonal mutatja a 3. táblázatban található regresszió becslésének eredményeit. A 

külső egyensúly itt a felülről számított külső fizetési képességet jelöli. 

2.3 Az árfolyam mozgás vizsgálata strukturális megközelítésben 

Egy strukturális árfolyam modell eredményeit mutatja be a 4. táblázat és az 5. 
táblázat két változatban: havi, illetve napi adatokon. Az árfolyam és a faktorok 
kapcsolatát vizsgáltuk, megfigyelhető és nem megfigyelhető modell változókkal. A 
változók mind egységgyök folyamatok, azaz első rendben integráltak, a 
kointegráltságukat Johansen (1991)-féle teszttel ellenőriztük. Az elemzés során azt 
tapasztaltuk, hogy modellfelírástól függetlenül 2-3 kointegráló vektor van az egyes 
modell felírásoknál. A becslés során a Newey-West (1987) féle esztimátort használtuk 
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a hibatagokban 12 késleltetést feltételezve. Ennek az esztimátornak akkor merül fel az 
alkalmazása, amikor a hagyományos regresszió feltételei nem teljesülnek, ilyen 
esetekben az autokorrelált és/vagy heteroszkedasztikus hibatagok esetére 
alkalmazható.  

 Koefficiens Newey-West st. hiba t-érték  

Leértékelődés (+0)     

𝛽0 -0,034 0,006 -5,07 *** 

𝛽1 -0,041 0,003 -13,22 *** 

𝑑𝑖𝑓𝑓3𝑀 0,016 0,005 3,32 *** 

ExrateVar 0,013 0,002 7,11 *** 

konst. 0,165 0,030 5,55 *** 

Leértékelődés (+6)     

𝛽0 -0,017 0,009 -1,88 * 

𝛽1 -0,034 0,004 -7,75 *** 

𝑑𝑖𝑓𝑓6M 0,011 0,007 1,59  

ExrateVar 0,006 0,003 1,88 * 

konst. 0,123 0,040 3,09 *** 

Leértékelődés (+12)     

𝛽0 -0,012 0,010 -1,17  

𝛽1 -0,032 0,004 -6,64 *** 

𝑑𝑖𝑓𝑓1Y 0,021 0,006 3,67 *** 

ExrateVar -0,001 0,003 -0,62  

konst. 0,084 0,051 1,64  

4. táblázat: Az árfolyam leértékelődést magyarázó regresszió a Newey-West esztimátorral (havi adatok), Forrás: 

Thomson Reuters, MNB adatok, valamint saját számítások. Az árfolyam variancia (ExrateVar) egy GARCH(1,1) 
modell alapján készült az árfolyamok log-hozamaira. A ***, ** és * jelölések esetén a változó 1, 5 és 10 

százalékos szignifikancia szinten szignifikáns. 𝛽0 és 𝛽1 a NS modell faktorai. A 𝑑𝑖𝑓𝑓3M, 𝑑𝑖𝑓𝑓6M és 𝑑𝑖𝑓𝑓1Y jelöli a 

Forint és Euró 3, 6 hónapos és 1 éves lejáratú hozamai közötti eltéréseket. A konst. jelenti a konstans tagot. Az 
eredményváltozó az időhorizont alatt bekövetkezett leértékelődés és ennek eltolásai fél, ill. egy évvel. 

A modellek megalkotása során egy stepwise szelekciós eljárást alkalmaztunk, ez 
alapján kiesett az elemzési keretből a havi adatok esetén a magyar kibocsátási rés, a 
magyar infláció (év/év alapon), a magyar munkanélküliségi ráta, valamint a NS modell 
2. faktora. Kiesett még továbbá a magyar és Euró övezeti infláció közötti különbség, 
ahogyan a gazdasági növekedési ráták közötti különbség is. A napi adatok esetén a 
CDS felárak és a NS modell 2. faktora nem bizonyult jó regresszornak. A havi adatok 
esetén a jelenbeli adatokkal a már realizált jövőbeli árfolyamot is próbáltuk 
magyarázni. Az eredmények alapján a regresszió magyarázó ereje folyamatosan 
csökken, ahogy a késleltetés nő. Adott időperiódusban a napi és havi modell is 
nagyjából a teljes variancia 80 százalékát írja le, ez az érték az 1 évvel későbbi árfolyam 
becslésénél már csak 50 százalék.  

E regressziókkal nem cél, hogy egy előrejelzésre is használható strukturális modellt 
alkosson, azonban az igen, hogy rámutasson arra, hogy a jelenbeli árfolyam – és 
részben a jövőbeli várható árfolyam is – könnyen leírható megfigyelhető változókkal 
és modell eredményekkel. A modell eredmények szerepe nagy, ugyanis a 
szelekciókban bent maradtak a NS faktorok, valamint az árfolyam volatilitása is, amely 
szintén lehetne egy modell alapú becslés outputja. 
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 Koefficiens Newey-West st. hiba t-érték  

Leértékelődés (+0)    

𝑑𝑖𝑓𝑓10Y 0,056 0,002 27,98 *** 

ExrateVar 391,625 71,439 5,48 *** 

𝛽0 -0,034 0,001 -33,23 *** 

𝛽1 -0,025 0,001 -29,65 *** 

𝛽2 -0,006 0,000 -17,96 *** 

konst. 5,607 0,006 987,13 *** 

5. táblázat: Az árfolyam leértékelődést magyarázó regresszió a Newey-West esztimátorral (napi adatok), Forrás: 
Thomson Reuters, MNB adatok, valamint saját számítások. Az árfolyam variancia (ExrateVar) egy GARCH(1,1) 

modell alapján készült az árfolyamok log-hozamaira. A ***, ** és * jelölések esetén a változó 1, 5 és 10 
százalékos szignifikancia szinten szignifikáns. A 𝛽0, 𝛽1 és 𝛽2 a NS modell faktorai. A 𝑑𝑖𝑓𝑓10Y jelöli a Forint és Euró 

3 hónapos lejáratú hozamai közötti eltérést. A konst. jelenti a konstans tagot. Az eredményváltozó az időhorizont 
alatt bekövetkezett leértékelődés. 
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3 Affin Hozamgörbe modellek és árfolyamok 

A fejezetben bemutatjuk, hogy több-országos hozamgörbe illesztés esetén miként 
lehet devizaárfolyamot modellezni, valamint miként lehet a hozamgörbéket 
meghatározó faktorokat hatékonyan az összefüggési viszonyok megtartásával 
modellkeretbe foglalni. Először a témával foglalkozó irodalom két főbb eredményével 
foglalkozunk: a forward prémium anomáliához kapcsolódó kérdésekkel, és az árfolyam, 
valamint a kamatlábak eltérő volatilitásának modellezhetőségével. Ezt követően 
megvizsgáljuk, hogy miként lehet makrováltozókat is felhasználni a modellekben, ezzel 
tovább javítva az illeszkedést. A 3.3-as részben azt elemezzük, hogy mi módon 
használhatóak fel a Nelson-Siegel faktorok, vagy valamely hasonló modellből számolt 
faktorok az árfolyam előrejelzésében. 

3.1 No-arbitrage affin hozamgörbe modellek, árfolyamok, 
hozamfelár  

3.1.1 Backus, Foresi és Telmer modellje 

A szerzőhármas tanulmánya tekinthető az első olyan próbálkozásnak, amely affin 
hozamgörbe modellekkel és no-arbitrage feltevéssel próbálta meg leírni a 
devizaárfolyamok mozgását. A fő céljuk a Fama (1984) által leírt forward kockázati 
prémium anomália vizsgálata volt, valamint olyan módosított affin modellek 
megalkotása, amelyek ezt képesek megjeleníteni. Az anomália szerint a magas hozamú 
devizák (például nagyobb Forint hozamok az Euróhoz képest) inkább felértékelődnek, 
ahelyett, hogy leértékelődnének a várakozások és a forward piacon levő 
arbitrázsmentesség miatt. A témával foglalkozó tanulmányok legtöbbje az alábbi 
három (1)-(2)-(3) egyenlet mentén határozza meg a modelljét, ezek módosításai által.  

Az alapvető árazó egyenlet a következőképpen írható fel mindkét devizára (* jelölje 
a külföldet) a sztochasztikus diszkontfaktor (𝑀𝑡 a hazai, 𝑀𝑡

∗ a külföldi sztochasztikus 

diszkontfaktor 𝑡 időszakban) értékével8,9: 

 

1 = 𝔼𝑡 (
𝑀𝑠

𝑀𝑡
𝑒𝑟𝑠) , 𝑠 > 𝑡 

1 = 𝔼𝑡 (
𝑀𝑠

∗

𝑀𝑡
∗ 𝑒𝑟𝑠

∗
) , 𝑠 > 𝑡, 

(1a) 

(1b) 

Legyen 𝑆𝑡 árfolyam a két gazdaság között, akkor teljesül a következő is:  

 𝔼𝑡 (
𝑀𝑠

𝑀𝑡

𝑆𝑠

𝑆𝑡
𝑒𝑟𝑠

∗
) = 𝔼𝑡 (

𝑀𝑠

𝑀𝑡
𝑒𝑟𝑠) , 𝑠 > 𝑡. (2) 

                                        
8 A képleteknek tetszőleges kifizetés esetén is fenn kell állniuk, a betét értéke valamilyen 

sztochasztikus kamatlábtól függ. 
9 A továbbiakban 𝔼𝑡 jelöli a feltételes várható érték képzést az ℱ𝑡 (t időpontig megismert sokkokból) 

véletlen változókból képzett filtrációra nézve, ahol a továbbiakban szükséges ott a feltételes várható 
érték képzést a szokásos módon is jelöljük: 𝔼(𝑌|𝑋) (Y feltételes várható értéke X-re nézve). 
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Ez az „egységes ár törvénye” a két gazdaság között, 𝑒𝑟𝑠 az egyszerűség kedvéért 

egy határidős betét értékét jelöli (𝑟𝑠 a rövid kamatláb értéke t időszakban, a hazai 

gazdaságban). Innen adódik a kérdés: Hogyan lehet megadni úgy 𝑆-t, hogy (1)-es 

függvényében (2)-es is teljesüljön? Egy lehetséges megoldás Backus, Foresi és Telmer 
(2001) eredményei alapján:  

 
𝑑𝑀𝑡

∗

𝑑𝑀𝑡
= 𝑑𝑆𝑡 (3) 

Ha a (3)-as egyenletet alkalmazzuk, akkor létezik (1)- nek és (2)-nek megfelelő 𝑀 és 

a piac arbitrázsmentessége teljesül. 

A szerzők több modellen is vizsgálták az anomália modellezhetőségét, diszkrét 
időben. Az egyik első eset egy kétfaktoros CIR modell volt, ennél az a feltételezés, 
hogy a sztochasztikus diszkontfaktor mindkét ország esetén külön-külön egy ilyen 
modelldinamikát követ. Legyenek 𝑋𝑖,𝑡-k az állapotváltozók (𝑖 jelölje a faktor számát), 

és legyen ezek mozgása a következő dinamikával adott a szerzők felírása alapján: 

 𝑋𝑖,𝑡+1 = (1 − φi)𝜃𝑖 + φi𝑋𝑖,𝑡 + 𝜎𝑖√𝑋𝑖,𝑡𝑒𝑖,𝑡+1, (4) 

ahol 𝑒𝑡+1 jelenti a 𝑁(0,1) eloszlású hibatagokat (innovációkat), φi és 𝜃𝑖 értékei pedig 

rögzített valós számok. Az állapotváltozók dinamikájával felírható a sztochasztikus 
diszkontfaktor mozgása: 

 − ln(𝑀𝑡) = (1 + 𝜆1
2 2⁄ )𝑋1,𝑡 + 𝜆1√𝑋1,𝑡𝑒1,𝑡+1 (5) 

 − ln(𝑀𝑡
∗) = (1 + 𝜆2

2 2⁄ )𝑋2,𝑡 + 𝜆2√𝑋2,𝑡𝑒2,𝑡+1, (6) 

itt a 𝜆𝑖-k jelölik a kockázat piaci árát10 gazdaságonként. E modell esetén az egyenlet 

átalakításával megkapható egy fontos eredmény. Amennyiben egy sztochasztikus 
diszkontfaktor csak egy állapotváltozótól függ, akkor csak a fedezetlen 
kamatparitásnak megfelelő modellt lehet eredményül kapni. Ez az eredmény 
kiterjeszthető többfaktoros, komplikáltabb affin modellekre is a Duffie és Kan (1996) 
által meghatározott osztályokban (ami egyúttal azt is jelenti, hogy a szerzők 
megállapításai más modellfelírás esetén is figyelembe veendőek). 

Backus, Foresi és Telmer (2001) két példát adnak a kétfaktoros eset bővítésére, 
amellyel elérhető, hogy Fama (1984) cikke alapján a forward prémiumhoz tartozó 
együttható negatív legyen, így a fedezetlen kamatparitással szembemenő realizációkat 
is lehessen generálni, azaz változatosabb árfolyam dinamikát tudjon megjeleníteni a 
modell. 

1. Negatív hozamok: A sztochasztikus diszkontfaktorok függnek egy saját adott 
gazdaságra jellemző faktortól (legyen ez a 0. faktor a (4)-es szerinti dinamikával) és 
egy közös faktortól, így 3 faktor hajtja meg a sztochasztikus diszkontfaktort. Ebben az 
esetben már nem csak az állapotváltozók négyzetgyöke mozgatja a sztochasztikus 
diszkontfaktor dinamikáját. A szerzők szerint már nem minden esetben garantálja a 

                                        
10 Ez a fogalom interpretálható úgy, mint egységnyi kockázatra jutó többlet hozam. Az anyagban 

több néven is hivatkozunk rá: Sharpe ráta, kockázat piaci ára, vagy market price of risk (MPR) néven is 
említjük. 
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pozitív kamatokat (a Feller-feltétel11 sérül). Formálisan felírva –a bevezetett 
jelölésekkel és módosítva az (5)-ös és a (6)-os egyenletet – a következő adódik: 

− ln(𝑀𝑡) = (1 + 𝜆0
2 2⁄ )𝑋0,𝑡 + (−1 + 𝜆1

2 2⁄ )𝑋1,𝑡 + 𝜆0√𝑋0,𝑡𝑒0,𝑡+1 + 𝜆1√𝑋1,𝑡𝑒2,𝑡+1 

− ln(𝑀𝑡
∗) = (1 + 𝜆0

2 2⁄ )𝑋0,𝑡 + (−1 + 𝜆2
2 2⁄ )𝑋2,𝑡 + 𝜆0√𝑋0,𝑡𝑒0,𝑡+1 + 𝜆2√𝑋2,𝑡𝑒2,𝑡+1 

2. Országonként eltérő koefficiensek meghatározása: a faktorok koefficiensei 
eltérőek az egyes országokra, így az egyes faktorok eltérően érintik az adott ország 
hozamgörbéit (az (5)-(6)-os egyenletekkel leírt modellbenugyanakkor minden faktor 
közös és csak kettő ilyen van). Formálisan felírva a bevezetett jelölésekkel: 

− ln(𝑀𝑡) = (1 + 𝜆1
2 2⁄ )𝑋1,𝑡 + (𝛾∗ + 𝜆2

2 2⁄ )𝑋2,𝑡 + 𝜆1√𝑋1,𝑡𝑒1,𝑡+1 + 𝜆2√𝑋2,𝑡𝑒2,𝑡+1 

− ln(𝑀𝑡
∗) = (𝛾∗ + 𝜆1

2 2⁄ )𝑋1,𝑡 + (1 + 𝜆2
2 2⁄ )𝑋2,𝑡 + 𝜆1√𝑋1,𝑡𝑒1,𝑡+1 + 𝜆2√𝑋2,𝑡𝑒2,𝑡+1 

Miközben a rövid kamat a következőképpen írható fel a két országban:  

𝑟𝑡 = 𝑋1,𝑡 + 𝛾∗𝑋2,𝑡 

𝑟𝑡
∗ = 𝑋2,𝑡 + 𝛾∗𝑋1,𝑡 

Backus, Foresi és Telmer  a fenti két pont alapján módosítják a kiindulásként 
használt kétfaktoros, kétországos CIR modelljüket. A becslés az általánosított 
momentumok módszerével (GMM) történt, a paraméterek nem dinamikusak, a havi 
adatokon 6-7 paraméter határozza meg a kamatlábak mozgását az Egyesült Királyság 
és az USA gazdaságában. A probléma ezekkel a modellekkel a kockázat piaci árának 
viselkedése. Ahhoz, hogy létrejöjjék az anomália, nagyon magas MPR érték kell, ebben 
az esetben pedig túl magasak a hosszú kamatlábak. Így például a második esetben 
akár 80 százalékosak is lehetnek az éves hosszú hozamok, amit az anomáliát 
megjeleníteni képes irreálisan magas MPR értékek kényszerítenek ki (Backus, Foresi 
és Telmer 2001). 

3.1.2 Brandt és Santa-Clara modellje nem teljes piacokra 

A tanulmányban egy két országos modellt alkotnak a szerzők. Mindkét országnak 
van saját fizetőeszköze, mindkét országban a kamatlábak CIR folyamat szerint 
alakulnak, és a devizapiacokon feltételezett arbitrázsmentesség egyértelműen 
meghatározza az árfolyam driftjét. Ezt a driftet a szerzők három részre bontják, 
egyrészről van egy megszokott kamatszintekben megjelenő különbség, valamint egy 
árfolyamkockázat. Ez utóbbi a kamatláb és az árfolyam korrelációjából adódó kockázat, 
valamint egy ettől a kockázattól független tiszta árfolyam kockázat összege..  

A piac teljességének hiánya lényeges, ugyanis az arbitrázsmentesség ettől még 
marad, van kockázatsemleges mérték, azonban ez utóbbi nem egyértelmű, így a 
hozzátartozó ármérce folyamat sem az (a szerzők a minimális varianciájú ármérce 
folyamattal dolgoztak). Felidézve az (1)-es és (2)-es egyenletet, érdemes 
meggondolni, hogy milyen egyéb módon teljesülhet egyszerre a 3-as egyenlet nélkül 
vagy annak valamilyen módosításával. Amennyiben a piac teljes, akkor bármelyik kettő 

                                        
11 Ha egy 𝑋𝑡 dimenziós folyamat dinamikáját a CIR dinamikája adja az alábbi alakban: 𝑑𝑋𝑡 =

𝑘(𝜃 − 𝑋𝑡)𝑑𝑡 + 𝑚√𝑋𝑡𝑑𝑊𝑡, és teljesül, hogy: 𝑚2 < 2𝑘𝜃, akkor minden t-re 𝑋𝑡 1 valószínűséggel nem éri 

el a 0 pontot. 
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a 𝑀𝑡
∗, 𝑀𝑡, 𝑆𝑡 közül meghatározza a harmadikat. Az árfolyam így leírható az ármércékkel 

(𝑀𝑡𝑆𝑡 = 𝑀𝑡
∗), azaz nem engedünk meg egy „sokadik” meghajtó folyamatot az árfolyam 

volatilitásának megjelenítésében. Nem teljes piac esetben az árfolyam a következő 
kapcsolatban áll az ármércékkel12 (𝑂𝑡 az ármércéktől független P martingál): 

𝑆𝑡 =
𝑀𝑡

∗

𝑀𝑡
𝑂𝑡. 

Brandt és Santa-Clara (2001) modelljében a kettő kamatláb-folyamatot, kettő 
ármérce-folyamatot és az árfolyamot öt független Wiener folyamat hajtja meg. Minden 
gazdaságban az a feltételezés, hogy két meghajtó folyamat írja le a kockázatokat, 
amelyből az egyik a kamatkockázat, a másik az összes többi, a kamatkockázatra 
ortogonális kockázatot adja meg. Az árfolyamot egy független Wiener folyamat 
mozgatja. Felírva a lényegesebb egyenleteket, a sztochasztikus diszkontfaktort, rövid 
kamatlábat és az árfolyamot13:  

 𝑑𝑀𝑡 = (−𝑟𝑡𝑑𝑡 − 𝜙𝑡𝑑𝑊𝑡 − 𝜓𝑡𝑑𝑊𝑡
𝑀)𝑀𝑡 (7) 

 𝑑𝑀𝑡
∗ = (−𝑟𝑡

∗𝑑𝑡 − 𝜙𝑡
∗𝑑𝑊𝑡

∗ − 𝜓𝑡
∗𝑑𝑊𝑡

𝑀∗
)𝑀𝑡

∗ (8) 

 𝑑𝑟𝑡 = 𝜇𝑡𝑑𝑡 + 𝜎𝑡𝑑𝑊𝑡 (9) 

 𝑑𝑟𝑡
∗ = 𝜇𝑡

∗𝑑𝑡 + 𝜎𝑡
∗𝑊𝑡

∗ (10) 

 𝑑𝑆𝑡 = 𝜅𝑡𝑑𝑡 + 𝜈𝑡𝑑𝑊𝑡
𝑆 (11) 

Ito formulával ezen egyenletekből, valamint 𝑂𝑡 dinamikájából levezethető a 

logaritmizált árfolyam (azaz kummulált log-hozamok). Legyen: 𝑑𝑂𝑡 = 𝑂𝑡𝑒𝑡𝑑𝑊𝑡
𝑂, ekkor: 

𝑑𝑙𝑛(𝑆𝑡) = 𝑑𝑠𝑡 = [𝑟𝑡 − 𝑟𝑡
∗ + (𝜙𝑡

2 − 𝜙𝑡
∗2) 2⁄ + (𝜙𝑡

2 − 𝜙𝑡
∗2) 2 − 𝑒𝑡

2 2⁄⁄ ]𝑑𝑡 + 𝜓𝑡𝑑𝑊𝑡
𝑀

+ 𝜓𝑡
∗𝑑𝑊𝑡

𝑀∗
+ 𝜎𝑡𝑑𝑊𝑡 + 𝜎𝑡

∗𝑊𝑡
∗ + 𝑒𝑡𝑑𝑊𝑡

𝑂 . 

További egyenlet manipulációval és felhasználva (11) eredeti felírását:14 

 𝑑𝑠𝑡 = [𝑟𝑡 − 𝑟𝑡
∗ + 𝜈𝑡𝜙𝑡𝜌𝑊,𝑊𝑆 +𝜈𝑡𝜓𝑡𝜌𝑊𝑀,𝑊𝑆 − 𝑣𝑡

2 2⁄ ]𝑑𝑡 + 𝜈𝑡𝑑𝑊𝑡
𝑆 (12) 

A (12)-es egyenletet érdemes lehet értelmezni, ugyanis jól láthatóan megjelentek a 
driftben új tagok: 

1. A hozamok közötti különbségek: 𝑟𝑡 − 𝑟𝑡
∗ 

2. A kamatláb és árfolyam korrelációjából (𝜌𝑊,𝑊𝑆) adódó prémium: 𝜈𝑡𝜙𝑡𝜌𝑊,𝑊𝑆 

3. A kamatláb és sztochasztikus diszkontfaktor korrelációjából adódó prémium 
(árfolyamkockázat): 𝜈𝑡𝜓𝑡𝜌𝑊𝑀,𝑊𝑆 

4. Félvariancia az Ito formula alkalmazása miatt: −𝑣𝑡
2 2⁄ . 

Alkalmas átalakításokkal a modell visszavezethető négy egyenletre. Ebből kettő 
értelemszerűen a hazai és külföldi kamatlábat írja le, az árfolyamot leíró egyenlet és 

                                        
12 Ez a felírás még mindig garantálja az arbitrázsmentességet és az egységes árat. Ugyanakkor azt 

érdemes meggondolni, hogy a külföldi befektető szemszögéből 1/𝑂𝑡-nek kell martingálnak lennie, ami 

legtöbbször nem igaz. 
13 A meghajtó Wiener folyamatok: 𝑊𝑡

𝑀, 𝑊𝑡, 𝑊𝑡
∗, 𝑊𝑡

𝑂 és 𝑊𝑡
𝑀∗

 függetlenek egymástól. 
14 A (11)-es egyenlet itt már endogén (7)-(8)-(9)-(10)-ből, valamint a bevezetett martingál 

dinamikájából, mindegyik paramétere kifejezhető. 



21 
 

az árfolyam volatilitását (ezt a piaci tökéletességének mértékeként lehet interpretálni) 
leíró dinamika zárják a modellt. 

A szerzőpáros az USA-t tekintette a hazai gazdaságnak és Németország, valamint 
az Egyesült Királyság képezték a vizsgálat tárgyát, mint külföld.15 A 90’-es éveket 
felölelő heti adatokon megállapították, hogy a kamatkockázat és árfolyam 
korrelációjából adódó kockázat elhanyagolható az erre merőleges árfolyam 
kockázathoz képest. Ez utóbbi időben változik, az árfolyam és annak volatilitásának 
változása miatt. A szerzők szerint, még akkor is, ha a kockázat piaci ára időben változik, 
az árfolyam volatilitásának nagy része csak piaci tökéletlenségekkel magyarázható 
(azaza bevezetett 𝑂𝑡 martingált mozgató Wiener folyamat szerepe jelentős marad az 

árfolyam nagymértékű volatilitásának megjelenítésében). 

3.1.3 Új faktorok bevezetése az árfolyam dinamika leírására 

Anderson, Hammond és Ramezani (2010) célja olyan affin hozamgörbe modell 
megalkotása, amely képes az árfolyamok és hozamgörbék együttes leírására úgy, hogy 
a kamatlábak kicsi és az árfolyamok nagy volatilitása közötti összhang megteremtése 
megvalósuljon egy modellen belül. A korábban leírt Brandt és Santa-Clara (2001) féle 
modellel szembemenve (alapvetően e modellben is megvalósult az eltérő volatilitás, a 
piaci teljesség feltételének elvetése miatt) nem teszik fel azt, hogy az árfolyam 
volatilitását adó innováció független mind a kamatoktól, mind az ármérce folyamattól. 
Véleményük szerint ez utóbbi erős feltétel az ármércével, vagy a diszkontfaktorral való 
függés megengedhető és jobb eredményekre vezethet. 

A szerzők egy olyan megoldás alkalmazását javasolják, ami alapján a logaritmizált 
árfolyam különböző faktorok lineáris kombinációja lesz. A módosítás még mindig 
lehetővé teszi, hogy a piac arbitrázsmentes maradjon és az árfolyam fejlődésére (𝑆𝑡) 

még mindig igaz marad a korábban leírt (3)-as egyenlet. Röviden felírva a modelljüket 
a szokásos jelölésekkel 𝑁 darab faktorra:  

 𝑑𝑋𝑡 = Ψ(𝑋̅ − 𝑋𝑡)𝑑𝑡 + √Σt𝑑𝑊𝑡, (13) 

ahol a volatilitás paraméter elemei felírhatóak a következő alakban:  

Σt
ii = gt

i + ∑gt
j

N

j=1

Xt
j
. 

Minden országra (𝑖 és 𝑗 jelölik az országokat) a rövid kamatláb megadható: 

 𝑟𝑡
𝑖 = ρt

i + ∑ρt
i,j

N

j=1

Xt
j
. (14) 

Ekkor az árfolyam logaritmusára (𝑠𝑡
𝑖,𝑗

) felírható: 

 𝑠𝑡
𝑖,𝑗

= 𝑎𝑖,𝑗 + 𝑏𝑖,𝑗𝑇𝑋𝑡 (15) 

                                        
15 A becslés során már CIR folyamatként definiálták a rövidkamatlábakat. 
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A modell többi szükséges egyenlete a hagyományos egy gazdaságot vizsgáló affin 
modellek egyenleteihez hasonlóan levezethető. Ha a kamatlábakat leíró néhány 
faktorhoz tartozó koefficiens nulla (ρ különböző értékei), míg ugyanezek a faktorok 

koefficiensei nem nullák az árfolyam logaritmusára és ármércékre nézve, akkor olyan 
volatilitás elemek jelennek meg az árfolyamban, amelyek nincsenek hatással a 
kamatlábra. Ez pedig az árfolyam volatilitását növelheti a (15)-ös egyenlet alapján. A 
devizaárfolyamonként bevezetett plusz egy faktor közvetlenül nem hathat a 
paraméter-megszorítások miatt a kamatlábra, azonban Σt változásán keresztül már 

igen, ha a megfelelő gt
j
 érték nem nulla. 

A modellt alkalmazva a szerzők arra a konklúzióra jutnak, hogy a plusz egy faktor 
bevezetése az árfolyam leírására jelentősen javítja a becsléseket. A tanulmányban 5 
faktoros modelleket becsültek, minden országpárra a Kálmán szűrő segítségével. 1998 
és 2006 közötti heti adatokon vizsgálták meg a modelleket LIBOR jegyzések 
felhasználásával16, ennek csődkockázatától eltekintettek. A kamatokkal nem korreláló, 
az árfolyamot leíró faktor még akkor is megjelent, ha ez a faktor nem volt „a priori” 
definiálva, ezzel erősítve azt a vélekedést, hogy egy új faktor bevezetése az árfolyamra 
javítja a becsléseket. Összességében az illeszkedés jónak mondható a kamatlábakra, 
az árfolyamokra valamivel gyengébb, ennek egyik kézenfekvő magyarázata lehet azok 
nagyobb volatilitása a hozam idősorokhoz képest, amit még mindig csak részben tud 
megjeleníteni a modell, a másik magyarázat pedig a Kálmán szűrő működéséből 
adódik. Országpáronként rendre 17-17 lejárattal számoltak, míg árfolyam 
értelemszerűen csak egy volt. Mivel ezen idősoroknak azonos értékű súlyt adott a 
Kálmán szűrő, így a likelihood függvényben a végeredményt tekintve a kamatok 
lényegesen nagyobb súllyal szerepeltek. 

Nagyon hasonló tanulmányt ír Anderson, Hammond és Ramezani (2010) 
munkájához Rios (2009), azzal a különbséggel, hogy nála nem az árfolyam 
logaritmusa, hanem a várt árfolyam leértékelődés (v. felértékelődés) függ lineárisan 
az állapotváltozóktól. A tanulmányában a rövid hozamokra két esetet is feltételez, affin 
és kvadratikus hozamgörbe modelleket is vizsgál. E bővített modellekkel a tanulmány 
eredményei azt mutatják, hogy egy szigorúan ökonometriai alapú VECM becslésnél 
(lásd 4.1. rész), vagy a fehér zaj folyamatnál (lásd. Lévy folyamatok, 4.3-as rész) 
sokkal jobb becsléseket lehet elérni egy affin arbitrázsmentes hozamgörbe modellezési 
keretben. 

A kamatok és árfolyamok eltérő volatilitásának kérdését vizsgálta még Brennan és 
Xia (2006), nagyrészt a Brandt és Santa-Clara (2001) által megalkotott modell 
keretben. Ahogyan utóbbi szerzőpáros is, Brennan és Xia (2006) is felbontotta a (12)-
es egyenletnek megfelelően a várható leértékelődést, további vizsgálatok céljára. Ezt 
tovább gondolva két módon is képesek voltak felbontani az árfolyam kockázati 
prémiumot: 

1. A hazai sztochasztikus diszkontfaktor volatilitása, a hazai sztochasztikus 
diszkontfaktor és az árfolyam volatilitásával arányos tagok összege. 

2. A hazai és külföldi sztochasztikus diszkontfaktor volatilitásainak kvadratikus 
függvénye.  

                                        
16 USA, Egyesült Királyság, Japán, Németország adatait használták fel. 
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A felírással összehasonlítva az egyes devizákat látható, hogy a sztochasztikus 
diszkontfaktorok volatilitása erősen korrelált, időben előrehaladva pedig ez a kapcsolat 
még erősödik is. A lehetséges hiányosságát a forward prémium anomália jelenléte 
esetén azonban nem minden esetben volt konzisztens a modell (az empíriával teljesen 
ellentétes kapcsolatot mutatott a becsült kamatláb különbség és árfolyam mozgása).  

3.1.4 Kötvényportfóliók és árfolyam előrejelzés  

Az eddigi modellek a kockázati prémium értékének a megjelenítésére tettek 
vállalkozást több-kevesebb sikerrel. Ha minden esetben ez a motiváció tárgya, akkor 
érdemes dinamikusan változó Sharpe rátákkal (MPR folyamat) számolni. Egyes szerzők  
(Gabriel 2012; Feldhütter és mtsai. 2012) azzal érvelnek, hogy konstans kockázati 
prémium, így konstans MPR folyamat feltételezése egy egyszerűbb modellhez vezet, 
ami bizonyos felhasználások során, így kötvényportfólió optimalizálás esetén hasznos 
lehet. Ezek a teljesen affin modellek, és noha a specifikáció hiányos (abban az 
értelemben, hogy a kockázatok piaci árai állandóak), az ezekre alapozott kereskedési 
stratégia a fenti módszereknél jobb eredményekre vezethet (Feldhütter és mtsai. 
2012). Ez a megközelítés nem tud arra választ adni, hogy miként változnak az egyes 
kockázati tényezők, azonban egy optimális többdevizás kötvényportfólió esetén 
könnyen értékelhető és becsülhető egyenleteket szolgáltatnak. Egyrészről ebben az 
esetben nem cél az árfolyamkockázati prémium egzakt meghatározása, elég az is, ha 
sikerül egy valamilyen hozamszinthez, valamilyen kockázati mérték szerint minimális 
portfóliót meghatározni. Gabriel (2012) emellett azzal érvel, hogy ez a 
modellspecifikáció jóval egyszerűbben kezelhető modellekhez vezet. 

Ang és Chen (2010) hasonló kötvényportfólió-építéssel próbálkozik, azonban az ő 
motivációjukban ez csak egy eszköz arra, hogy utólag tudják kiértékelni az árfolyamra 
adott előrejelzésüket. Tanulmányukban 23 fejlett ország hozamgörbéit vizsgálják havi 
adatokon, amelyekből a kinyert információk segítségével deviza portfóliókat építenek 
a vizsgált országok pénznemeivel. Az így kapott portfóliókat aztán a Sharpe ráták (a 
kockázat piaci ára) szerint lehet rangsorolni, ahol a nagyobb érték jobban 
megkonstruált portfóliót jelent. Ez alapján a hozamszintek eltérésén (carry) túl a 
hozamgörbék alakja, egymáshoz viszonyított meredeksége, valamint megváltozása is 
jelentős információt hordoz, aminek a felhasználásával jobban teljesítő devizaportfóliók 
konstruálhatóak.  

Az Ang és Chen (2010) által alkalmazott módszer gyakori megközelítés a pénzügyi 
modellezésben. Több devizapárt vizsgálnak, az ezek között megjelenő összefüggési 
viszonyoknak pedig relatíve jó előrejelző és magyarázó ereje van. Jobb, mintha csak 
egy keresztárfolyamot vizsgálnának (jóllehet, ezt az elvet inkább nagyobb frekvencián 
szokták nagyobb sikerrel alkalmazni, például napi adatokon, de inkább percen belüli 
kereskedésnél). A tanulmány szerzői azt állítják, hogy pusztán a hozamgörbékben 
meglevő információk alapján a véletlen bolyongás folyamatnál jobb előrejelzés kapható 
1 éves időhorizonton belül. A leggyakrabban alkalmazott „carry” mellett a hozamgörbe 
meredekségének, lejárati prémiumának a hatása is megjelenik az árfolyamokban mind 
két ország között, mind pedig egy panelen vizsgálva a változásokat. 
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3.2 Affin hozamgörbe modellek makrogazdasági változókkal 

Ang és Piazessi (2001) úttörő munkája után számtalan no-arbitrage affin 
hozamgörbe modellekkel foglalkozó tanulmány (Dong 2006; Hördahl, Tristani és Vestin 
2006; Rudebusch és Wu 2008) kezdett el makroökonómiai változókat is beépíteni a 
faktorok közé. Ez a gyakorlatban megfigyelhető (makro változók) és nem 
megfigyelhető változók (hagyományos értelemben vett faktorok) együttes 
alkalmazását jelenti a modellekben. A rövid hozamok ezek lineáris kombinációiként 
írhatóak fel, hasonlóan a látens faktorokkal dolgozó no-arbitrage affin modellek 
esetéhez. 

Ang és Piazessi (2001) módszertanát a kétországos esetre először Pericoli és Taboga 
(2012) alkalmazza EUR/USD árfolyamra, majd ugyanebben a modellkeretben vizsgálja 
az EUR/USD árfolyamot Yin és Li (2014) munkája. A két szerzőpáros a már eddig 
bemutatottakhoz hasonlóan, az (1)-(3)-as alapegyenletek teljesülésével alkot 
arbitrázsmentes affin hozamgörbe modellt, úgy, hogy megfigyelt faktorokként két 
ország makrogazdasági változói is szerepelnek. Röviden a következő egyenletekkel 
lehet összefoglalni a modelljeiket: 

 𝑌𝑡 = 𝐴 + 𝐵𝑋𝑡, (16) 

ahol 𝑌𝑡-ben vannak a belföldi (𝑦) és külföldi hozamok (𝑧) bizonyos lejáratokra: 

𝑌𝑡 = [𝑦𝑡
𝑛1 , … , 𝑦𝑡

𝑛𝑇 , 𝑧𝑡
𝑛1 , … , 𝑧𝑡

𝑛𝑇]. 

Az együtthatókból (𝐴, 𝐵) pedig felépíthető valamilyen rekurzióval az előző lejáratot és 

paramétereket ismerve a hozamgörbe: 

𝐴 = [𝑎𝑛1
, … , 𝑎𝑛𝑇

, 𝑐𝑛1
, … , 𝑐𝑛𝑇

] 

𝐵 = [𝑏𝑛1
, … , 𝑏𝑛𝑇

, 𝑑𝑛1
, … , 𝑑𝑛𝑇

] 

𝑟𝑡
𝐷,𝑛𝑖 = 𝑎𝑛𝑖

+ 𝑏𝑛𝑖
𝑋𝑡 

𝑟𝑡
𝐹,𝑛𝑖 = 𝑐𝑛𝑖

+ 𝑑𝑛𝑖
𝑋𝑡, 

ahol 𝑎𝑛𝑖
, 𝑐𝑛𝑖

, 𝑏𝑛𝑖
 és 𝑑𝑛𝑖

 minden lejáratra megadhatóak rekurzívan az előző lejárathoz 

tartozó paraméterek (𝑎𝑛𝑖−1
, 𝑐𝑛𝑖−1

, 𝑏𝑛𝑖−1
 és 𝑑𝑛𝑖−1

) valamilyen függvényeként. Az 

állapotváltozókat egy elsőrendű autoregresszió mozgatja a valós mérték alatt 
valamilyen alkalmas paraméterezés mellett (𝑒𝑡 egy független azonos eloszlású 𝑁(0, 𝐼) 
vektor, mérete megegyezik az állapotváltozók számával): 

 𝑋𝑡 = 𝜇 + 𝜌𝑋𝑡−1 + Σ𝑒𝑡, (17) 

ahol 𝑋𝑡-ben már benne vannak a megfigyelhető paraméterek, és a látens faktorok is, 

ha léteznek az adott modellben. A becslés történhetne Kálmán szűrővel is, (ahogyan 
Yin és Li (2014) esetében ez meg is valósul) hiszen (17)-es lehetne ennek az 
állapotátmenet egyenlete, a (16)-os pedig a mérési egyenlet. Pericoli és Taboga (2012) 
azonban nem ezt alkalmazzák. 

Pericoli és Taboga (2012) modelljének becslése kissé körülményes, ugyanis a 
megfigyelt és nem megfigyelhető változók megléte miatt, jelentős átalakításokra van 
szükség ahhoz, hogy OLS-el becsülhető legyen a modell. Ez kétlépcsős becslést jelent, 
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első körben a megfigyelt hozamokkal és megfigyelhető faktorokkal meg lehet becsülni 
a valós mérték szerinti paramétereket (a (17)-es egyenlet egy átalakított formájára 
adnak becslést). A második lépés a kockázat-semleges mérték alatti dinamikához 
tartozó paraméterek becslése a hozamadatok és állapotváltozók segítségével (a (16)-
os egyenlet becslése úgy, hogy a (17)-es egyenlet paraméterei már ismertek). Ez 
megadja az állapotváltozók kockázat-semleges mérték alatti fejlődését. A paraméterek 
az arbitrázsmentesség és a kötvény árak meghatározásában játszanak nagy szerepet. 
Az OLS becslés sok előnyt jelenthet, ugyanis több nemlineáris, összetettebb 
optimalizálási módszereknél fellépő probléma (lokális optimumok, bonyolult 
optimalizálás tér) kiküszöbölhető ezzel. Yin és Li (2014) ezzel szemben néhány kisebb 
módosítással az „unscented” Kálmán szűrőt alkalmazza17. 

Lényeges különbség a két szerzőpáros modellje között a faktorok meghatározása. 
Pericoli és Taboga (2012) esetén összesen 9 faktor volt, ebből 5 nem megfigyelhető, 
míg Yin és Li (2014) esetén 6 megfigyelt faktort tartalmazott a modell. Pericoli és 
Taboga (2012) öt megfigyelt faktora közül 2-2 írta le a hazai (Németország) és külföldi 
gazdaságot (USA) méghozzá a Hodrick-Prescott (HP) szűrővel nyert kibocsátási réssel, 
illetve egy év/év alapú inflációs mutatószámmal, az ötödik megfigyelt faktor a 
devizaárfolyam volt. Yin és Li (2014) esetén a kibocsátási rés, az infláció, illetve az 1 
hónapos kamatláb értéke szerepelt a faktorok között mindkét gazdaságra külön-külön. 
Mindkét szerzőpáros hozam adatsorokat használt a (16)-os egyenlet megadásához; 
Pericoli és Taboga 10-10 míg Yin és Li (2014) 7-7 lejárattal becsült, havi adatokon. Az 
első lejárathoz tartozó kamatláb mindkét modell esetén a rövid kamatláb, amely egy 
lineáris transzformációja volt az állapotváltozóknak az összes többihez hasonlóan. 
Kitüntetett szerepét ennek az adja, hogy az ehhez az egyenlethez tartozó kezdő 
paraméterek ismeretében rekurzívan meghatározhatóak a többi lejárathoz tartozó 
hasonló paraméterek és rekurzívan felépíthető a hozamgörbe, ahogyan az a no-
arbitrage affin hozamgörbe modellek esetén szokásos. 

A modellek további vizsgálata előtt érdemes megállni és végig gondolni, hogy mi az 
árfolyam-dinamika forrása. A (17)-es egyenlet alapján valamilyen, a nem megfigyelt 
faktorokat és makrováltozókat is tartalmazó kifejezés alapján, 𝜌 átmenet mátrix 

segítségével kerülnek meghatározásra a következő időszaki faktorértékek, amik között 
az árfolyam is szerepel Pericoli és Taboga (2012) tanulmányában. Rios (2009), 
Anderson, Hammond és Ramezani (2010), valamint Bauer és Rios (2012) modellje 
esetén is van valamilyen CIR dinamika a faktorokra, azonban az árfolyam még mindig 
ezek egy affin függvényeként adódik, és nem szerepel a faktorok között. Backus, Foresi 
és Telmer (2001), Brandt és Santa-Clara (2001), Brennan és Xia (2006) modelljében 
az árfolyamot a két ország sztochasztikus diszkontfaktora (azt pedig MPR folyamat) 
határozza meg valamely innováció kíséretében. Yin és Li (2014) modelljében az 
árfolyam a faktorok valamilyen nem lineáris függvénye lesz, ugyanis hiába jelenik meg 
a „carry” az első tagként, az árfolyam megváltozása a modellből kapott változók, így 

                                        
17 Yin és Li (2014) tanulmánya a modellben és becslési módszertanban is nagyban hasonlít, Dong 

(2006) munkájára, azonban a többországos eset helyett csak két országot vizsgál. Dong (2006) felteszi, 
hogy léteznek valamilyen közös faktorok az egyes országok között és ezek lineáris függvényeként állnak 

elő az országspecifikus faktorok (hasonlóan Diebold, Li és Yue (2006) modelljéhez), valamint azt is 
feltételezi, hogy a USA dollár jó ármérce a vizsgálatban a világ valutaként elfoglalt helye miatt. 
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az MPR folyamatok függvényeként adódik. Ezt felírva formálisan az illusztráció kedvéért 
az eddigi jelölésekkel:  

 ∆𝑠𝑡 = (𝑟𝑡 − 𝑟𝑡
∗) +

1

2
(𝜆𝑡𝜆𝑡

𝑇 − 𝜆𝑡
∗𝜆𝑡

∗𝑇) + (𝜆𝑡 − 𝜆𝑡
∗)𝑒𝑡, (18) 

ahol 𝜆𝑡 és 𝜆𝑡
∗ olyan 3 elemű sor vektorok, amelyben a 3 faktorra vonatkozó kockázatok 

piaci árai jelennek meg (𝑒𝑡 pedig egy 3 elemű oszlopvektor amely, független standard 

normális eloszlású innovációkat tartalmaz). Ez nagyban hasonlít a Brandt és Santa-
Clara (2001) féle modellben levezetettekhez, a második tag itt is interpretálható az 
árfolyam kockázati prémiumaként, míg a harmadik tag valamilyen nem várt 
leértékelődésként. A (18)-as egyenlet azért lényeges, mert ebben látszik a 
makroökonómiai és a makro-pénzügyi modellek közötti különbség, előbbiekben az 
árfolyam változás különböző makrogazdasági változók valamilyen függvénye (lásd. 5. 
fejezet), míg az utóbbi esetén az árfolyamváltozás valamilyen közvetlenül nem 
megfigyelhető, kockázatokat leíró változók függvényeként adódik.  

Az előrejelzésekhez kapcsolódóan fontos kiemelni a Pericoli és Taboga (2012) által 
végrehajtott variancia dekompozíciót. Eredményeik szerint az időtáv növekedésével az 
infláció és a kibocsátási rés (mindkét gazdaságra) az árfolyam szórásának egyre 
nagyobb hányadát, akár 24 százalékát is magyarázhatja 10 éves időtávon. Ez 3 éves 
időtávon is mintegy 20 százalékot jelent, míg a hozamokban rejlő információ 30-40 
százalékot magyaráz. Megjelent a modellben egy kis aszimmetria is: míg a német 
gazdaságban bekövetkező sokkoknak a vártnak megfelelően kevés hatása volt az USA-
ban lezajló folyamatokra, fordítva ez egyáltalán nincs így.  

A forward kockázati prémium anomália Pericoli és Taboga (2012) modelljén belül 
tárgyalható. A szerzők egy „carry trade” stratégián keresztül értelmezik ezt a 
jelenséget. Az árfolyam-kockázati prémium az a többlet hozam, amit a befektető egy 
adott tartási periódus alatt abból realizál, hogy egy T-ben lejáró hazai kötvény helyett 
T-ben lejáró külföldi kötvényt tart (a „carry trade” stratégia várható hozama). A 
modellben az árfolyam-kockázati prémium könnyen vizsgálható. A fedezetlen 
kamatparitás hipotézise által jósolt azonosan nulla értékkel szemben, a 
kamatkülönbségaz árfolyamkockázat növekedését vetíti előre és az állapotváltozókban 
is egy növekvő függvény, azaz a modell bizonyos mértékig reprodukálni képes a 
forward prémium anomáliát. A kockázati prémiumra annak lejáratától függően a 
makrováltozók különböző hatást gyakorolhatnak, így például az infláció hatása a rövid 
lejáratra pozitív, míg a hosszabb, 5 éven túli lejáratokra negatív. A kibocsátási rés 
növekedése egy negatív hatást mutat, azaz nagy kibocsátási résnél egységnyi külföldi 
fizetőeszköz ára egyre kisebb. Yin és Li (2014) a kockázati prémium mozgását 
meghatározták a faktorok közötti differenciák függvényeként is. Megállapították, hogy 
ha a kibocsátási rés különbsége nagy (azaz külföldön nagyobb), akkor leértékelődés 
várható nagyobb kockázati prémiummal a hazai gazdaságban, míg nagyobb külföldi 
infláció esetén a hatás ellentétes, és jóval erősebb (az inflációbeli különbségekkel a 
kockázati prémium 0,8-as korrelációt mutat, a kibocsátási réssel csak 0,3-at). 

Yin és Li (2014) a tanulmányukban felvázolt modell egy ellenpárjaként 
megvizsgáltak egy másik lehetséges modellt is, a rendelkezésre álló hozampontok 
segítségével a NS modell faktoraihoz hasonló faktorokat készítettek (hasonló elven, 
mint a jelen anyagban a 9-10-11-es ábrákon szereplő, a hozamok és NS faktorok 
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közötti megfeleltetés). Ezekkel a faktorokkal újrabecsülték a modellt, és arra az 
következtetésre jutottak, hogy a modell illeszkedésének jósága nagyban lecsökkent. 
Az eredeti modell az árfolyamváltozásnak mintegy 60 százalékát képes magyarázni, 
míg a csak hozamgörbe adatokon alapuló modell már csak 10 százalékban magyarázza 
az árfolyamváltozásokat. Ez az eredmény egybecseng Mouabbi (2014) modelljének 
eredményeivel, aki nem EUR/USD árfolyammozgást, hanem GBP/USD 
árfolyammozgást vizsgált valódi NS faktorokkal. 

3.2.1 Új keynesi modellek és hozamgörbe-illesztés 

Pericoli és Taboga (2012) munkájának megismerése után joggal merül fel a kérdés, 
hogy lehet-e olyan hozamgörbe-modellt alkotni (akár több országra, hozamgörbére), 
amely képes valamilyen makrogazdasági modell (például a manapság divatos új 
keynesi modellek) eredményeit felhasználni? Az előrejelzés során valamely 
makromodell eredményéből származó előrejelzés mozgatná a reálváltozókat, valamint 
a becslés során részben a makromodell eredményeit használná fel a hozamgörbe 
modell faktorainak becslésére. Jelen ismereteink alapján nincs olyan tanulmány, ami 
többországos esetre, a devizaárfolyam modellezésével illesztene hozamgörbéket 
makromodellből nyert változók felhasználásával, azonban zárt gazdaság esetére 
számos cikk került már publikálásra (Gallmeyer, Hollifield és Zin 2005; Hördahl, Tristani 
és Vestin 2006; Rudebusch és Wu 2008).  

Az új keynesi modellek a reál üzleti ciklus (real businnes cycle, RBC) alapú modellek 
egy módosításának tekinthetőek. Az RBC modellekben legtöbb esetben a pénz 
semleges, azaz a monetáris politikának nincs hatása a reálváltozók pályájára, sőt 
„szuper semleges” azaz még a pénzmennyiség növekedésének sincs hatása a 
reálváltozókra. Ahhoz, hogy az RBC modell új keynesi legyen, ragadós árakat kell 
bevezetni, például Calvo- vagy Rotemberg-árazással. Az új keynesi modellek három 
alapegyenletre vezethetőek vissza: 

1. Euler egyenlet (output gap vagy kibocsátási rés): Ez két határhaszon közötti 
átváltás, a fogyasztó haszonmaximalizálásának eredményeként. 

2. Phillips-görbe (infláció): A fogyasztó munkakínálatából levezethető, a munka 
határhaszna és fogyasztás határhaszna közötti átváltás. Ez direkt kapcsolatot 
teremt az infláció és a reálgazdaság között. 

3. Taylor szabály (rövid kamatláb): A monetáris politika viselkedési egyenlete. 

Hördahl, Tristani és Vestin (2006) olyan affin hozamgörbe modellt alkot, amelyben 
az állapotváltozók között szerepelnek a fentebb leírt 3 egyenlet által mozgatott 
változók. Becslés csak a kibocsátási rés esetében szükséges, mert ez nem 
megfigyelhető, azonban előrejelzés esetén mindhárom dinamika szükséges. A 
tanulmányukban ugyan nincs levezetve a makrogazdasági modell (azaz nem 
optimalizálási feladatból kapják az eredményeiket, hanem csak ad hoc felírásból), 
azonban a három változó pályája megfelelő paraméterezésnél ekvivalens lehet egy új 
keynesi modellből származó dinamikával. Formálisan felírva az egyenleteiket, és így 
illusztrálva az új keynesi megközelítés 3 egyenletét:  

 
𝑥𝑡 = 𝜇𝑥𝔼𝑡(𝑥𝑡+1) + (1 − 𝜇𝑥)𝑥𝑡−1 − 𝜉𝑟(𝑟𝑡 − 𝔼𝑡(𝜋𝑡+1)) + 𝑒𝑡

𝑥 (19) 

 𝜋𝑡 = 𝜇𝜋𝔼𝑡(𝜋𝑡+1) + (1 − 𝜇𝜋)𝜋𝑡−1 + 𝛿𝑥𝑥𝑡−1 + 𝑒𝑡
𝜋 (20) 
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 𝑟𝑡 = (1 − 𝜌)(𝛽(𝔼𝑡(𝜋𝑡+1) − 𝜋𝑡
∗) + 𝛾𝑥𝑡) + 𝜌𝑟𝑡−1 + 𝜂𝑡 (21) 

Sorrendben a (19)-(20)-(21)-es egyenletek feleltethetőek meg a fentebb említett 3 
pontnak. A kibocsátási rést 𝑥𝑡 jelöli, amely mozgása függ a várt kibocsátási réstől, 

valamint a kibocsátási rés előző időszaki értékétől. A monetáris politika a 

(𝑟𝑡 − 𝔼𝑡(𝜋𝑡+1)) tagon keresztül hat a kibocsátásra, a jelen időszaki rövid kamat 𝑟𝑡 

változtatásával, attól függően, hogy mennyire csökken a várt infláció és jelen időszaki 
kamatláb közötti különbség. Az infláció jelen időszaki értéke (𝜋𝑡) függ az előző időszaki 

és jelen időszaki értékektől, valamint az előző időszaki kibocsátási réstől. A monetáris 
politika az inflációra itt csak áttételesen a kibocsátási rés változtatásának árán tud 
hatni. A (21)-es egyenlet írja le Hördahl, Tristani és Vestin (2006) modelljében a 
monetáris politikát. A monetáris politika a jelen időszaki kibocsátási résre, valamint a 
várt infláció (𝔼𝑡(𝜋𝑡+1)) és inflációs cél (𝜋𝑡

∗) eltérésére reagál (ez utóbbi változó egy 

AR(1) folyamatot követ). A modellben 𝑒𝑡
𝑥 és 𝑒𝑡

𝜋 független normális eloszlású hibatagok, 

míg 𝜂𝑡 hibatag a monetáris politikai sokk 𝑡 időpontban. 

A modell tartalmaz hét predeterminált változót (𝑟𝑡−1, 𝜋𝑡−1, 𝜋𝑡
∗, 𝑒𝑡

𝑥, 𝑒𝑡
𝜋, 𝜂𝑡 és 𝑥𝑡−1) és 

négy nem predeterminált változót (𝔼𝑡(𝜋𝑡+1), 𝜋𝑡, 𝑥𝑡 és 𝔼𝑡(𝑥𝑡+1)).
18 A (19)-(20)-(21)-es 

egyenlet átrendezhető a következő alakra (Hördahl, Tristani és Vestin 2006): 

[
𝑋1,𝑡+1

𝔼𝑡(𝑋2,𝑡+1)
] = 𝐻 [

𝑋1,𝑡

𝑋2,𝑡
] + 𝐾𝑟𝑡 + [

𝜉1,𝑡+1

0
], 

valamint a (21)-es egyenlet felírható alkalmas 𝐹 mátrix megválasztásával a következő 

alakban: 

𝑟𝑡 = −𝐹 [
𝑋1,𝑡

𝑋2,𝑡
], 

ahol 𝑋1,𝑡-ben (oszlop vektor) vannak a t időszaki predeterminált változók, míg 𝑋2,𝑡-ben 

(oszlop vektor) az összes előretekintő változó és 𝜉1,𝑡+1 független normális eloszlású 

sokkok. A szerzők a nem predeterminált változókat a predeterminált változók 
valamilyen lineáris függvényének tekintik, és felteszik, hogy a kamatlábak a különböző 
lejáratokra (ℎ) minden t időpontban 𝑋1,𝑡 és 𝑋2,𝑡 affin függvényei. Amíg a modell előáll 

a fenti alakban, addig az arbitrázsmentes árazás lehetséges. E faktorok alapján és egy 
tetszőleges szelekciós mátrixszal (𝐷) a kamatlábak tetszőleges lejáratokra 

megkaphatóak az alábbi egyenlet alapján: 

𝑟𝑡
ℎ = 𝐴ℎ + 𝐵ℎ𝐷 [

𝑋1,𝑡

𝑋2,𝑡
]. 

Ehhez hasonlóan az MPR folyamat is a változók affin függvénye: 

𝜆𝑡 = 𝜆0 + 𝜆1𝐷 [
𝑋1,𝑡

𝑋2,𝑡
]. 

A szerzők a modell megalkotása után Németországra végzik el a becslést. Az 
eredmények alapján a makrogazdasági változók határozzák meg a hozamokat, 
visszafele azonban a hozamszintek nem tudják érdemben befolyásolni a három főbb 

                                        
18 A szerzők az eredeti tanulmányban 3 időszaki késleltetést néznek (negyedéves adatok), most 

azonban az illusztráció és egyszerűség kedvéért mindössze 1 késleltetés szerepel. 
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makrogazdasági változót. Egyedül 𝜉𝑟 értéke nő meg kétszeresére, ami azt mutatja, 

hogy ebben az esetben a rövid távú hozam hatása a kibocsátási résre valamivel 
hangsúlyosabb. A kamatlábak nélkül megbecsült modell esetén sem volt érdemi 
változás a paraméter értékekben, azaz a makrováltozókra becsült paraméterek 
robusztusnak bizonyultak. A legmarkánsabb hatása a kockázati prémiumra az inflációs 
cél és kibocsátási rés változásának van. Amint az inflációs cél 1 százalékponttal 
növekszik, a kockázati prémium mintegy 10 bázisponttal nő. A kibocsátási rés 
növekedésénél a hatás éppen ellentétes, de hasonló nagyságrendű. A hosszabb 
lejáratokon a kockázati prémiumot egyre inkább a kibocsátási rés kockázata érinti, míg 
rövidebb lejáratokon inkább az inflációs kockázat. Röviden: nagy kibocsátás növekedés 
esetén a befektetők inkább hosszú lejáratú eszközöket akarnak tartani, míg recesszió 
esetén inkább rövidebb lejáratot. 

A bemutatott tanulmányok esetén, és a fejezetben korábban leírt két- vagy 
többországos affin modellek esetén is problémás a makrováltozók szerepeltetése. Több 
megoldandó, meggondolandó probléma is akad ezekkel: 

1. Az infláció megjelenítése esetén felmerül a kérdés, hogy pontosan milyen 
inflációs szám szerepeljen a modellben? Elég-e egy szezonálisan igazított 
szám, vagy legyen ez az idősor mentes az indirekt adók és bizonyos termék 
csoportok árváltozásának hatásától?  

2. Jellemzően a végpontokban a HP szűrő (amit a szerzők is alkalmaznak) elég 
megbízhatatlanul viselkedik, így ilyen esetekben modellalapú kibocsátási rés 
számolás a javasolt. Ez azonban nehezebb feladat, mint egy szűrő 
alkalmazása, viszont egy előrejelzés esetén fontos az utolsó megfigyelés 
pontos meghatározása, amely nagyon sokat javíthat az előrejelzések 
pontosságán.  

3. Makrogazdasági adatok bevezetése esetén nem elhanyagolható problémát 
jelenthet az adatok fellelhetősége, különösen előrejelzésnél. (Például egy 
folyó fizetési mérleg adat esetén nehéz fellelni konzisztens folyó mérleg 
egyenleg/GDP statisztikát a közelmúltban bekövetkezett módszertani 
változások miatt.19) 

4. Amennyiben követjük a fejezetben felsorolt tanulmányok ajánlásait, és havi 
adatokkal dolgozunk, akkor érdemes meggondolni, hogy elérhető-e már 
adott pillanatban a szükséges adat. Igen gyakori, hogy csak késve 
publikálnak adatokat (általában 30-45 nap kell, mire a tárgyidőszakra 
megérkezik a tényleges adat a KSH és MNB közléseiben), emiatt az 
állapotváltozók között pedig nem lehet szerepeltetni az adott makro változót, 
csak 2 vagy 3 időszaki késleltetettjét.  

3.3 Többországos Nelson-Siegel modellek 

3.3.1 Diebold, Li és Yue modellje 

Diebold, Li és Yue (2006) a jelenleg az ÁKK-ban fejlesztés alatt álló modellel 
konzisztens modellt alkot több országra. A tanulmányukban a Nelson-Siegel féle 

                                        
19 Az IMF Balance of Payments (BPM) 5 módszertanát 2014-ben cserélték le a BPM 6-ra, ami miatt 

csak 2013-ig vannak BPM 5 és 2005-től BPM 6 szerinti adatok. 
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hozamgörbe-illesztés egy kiterjesztését adják 4 vizsgált gazdaságra (USA, Egyesült 
Királyság, Németország és Japán), a fő cél a vizsgált országokra becsült faktorok 
összehasonlítása, és az ezeket mozgató közös (látens) faktorok karakterizálása. Először 
a hozamgörbék becslése a Diebold és Li (2006) alapján megismert módszertan szerint 
történik rögzített 𝜆 paraméterekre. A gyakorlatban ez négy OLS becslés elvégzését 

jelenti az egyes országokra, minden vizsgált időperiódusban. Az így megkapott 
paraméterekre és faktorokra már főkomponens elemzés készíthető, amelyből a szerzők 
arra az eredményre jutnak, hogy a szintként, illetve meredekségként azonosított első 
két faktort 80-90 százalékban egy közös globális faktor magyarázza minden vizsgált 
ország esetén. 

Ez az eredmény motiválja a többországos Nelson-Siegel modelljüket, ahol már az 
országok faktorai rendre lineárisan függnek a globális faktortól, azaz minden ország (i-
vel jelölve) specifikus faktora három tag összege: egy konstans értéké (𝛼𝑖), a globális 

faktor (Β𝑡) és valamely szám (𝛾𝑖) szorzatáé, és egy idioszinkratikus országspecifikus 

faktoré (𝑒𝑖,𝑡
𝛽

) (ez utóbbi innovációk függetlenek a globális faktoroktól). A szokásos 

jelölésekkel a következőképpen lehetne ezt felírni (a 𝛽 –ák számozásától és külön 

jelölésétől itt eltekintek): 

𝛽𝑖,𝑡 = 𝛼𝑖 + 𝛾𝑖Β𝑡 + 𝑒𝑖,𝑡
𝛽

 

Míg a tanulmány kiadatlan 2006-os változatában még mindhárom NS faktor egy 
globális faktortól függ, addig a 2008-as változatban már csak az első kettő esetén 
tételeznek fel a szerzők az előbb bemutatott lineáris függést, a görbületet reprezentáló 
faktort itt már elhagyják, pontosabban helyette országspecifikus időben változó 
sokkokat tételeznek fel a megmaradó két faktorhoz. Fontos, hogy az országspecifikus 
idioszinkratikus sokkok és a globális faktorok esetén is a szerzők azt feltételezték, hogy 
ezeket első rendű vektor autoregressziós dinamika mozgatja. 

A becslés menete a következő: Első körben országonként kell megbecsülni a modell 
paramétereket külön-külön. A következő lépésben a megkapott faktor értékeket 
rögzítve a globális és országspecifikus faktorok értékei kiszámolhatóak például Kálmán 
szűrővel, vagy különböző Bayes-i becslésekkel. Ha még az a feltétel is igaz, hogy az 
említett faktorok VAR dinamikájában az átmenetmátrix diagonális, akkor a becslés még 
tovább egyszerűsödik. Az eredmények kapcsán két dolog érdekes: (1) a globális 
faktorok meghatározása, (2) az országspecifikus koefficiensek (𝛼𝑖, 𝛾𝑖) mérete, különös 

tekintettel a faktorok országspecifikus együtthatóira (𝛾𝑖). Az együtthatók magas értéke 

azt mutatja, hogy az adott gazdaság erőteljesen reagál a világpiaci faktorokra. Így az 
eredmények alpján például Németország reagál a legerőteljesebben a globális szint 
faktorra (0,26 értékű együttható), míg a meredekség faktorra vonatkozóan az Egyesült 
Királyság együtthatója a legnagyobb (0,77). A tanulmányban minden együttható 
nemnegatív, ezért az együtthatóak növekedése minden esetben növeli az 
országspecifikus faktor varianciáját az alábbi képlet alapján: 

𝑉𝑎𝑟(𝛽𝑖,𝑡) = 𝛾𝑖
2𝑉𝑎𝑟(Β𝑡) + 𝑉𝑎𝑟(𝑒𝑖,𝑡

𝛽
). 

A szerzők eredményei alapján a globális faktorok a lokális faktorok varianciájának 
kb. 60 százalékát képesek megjeleníteni, bizonyos esetekben (például 
Németországnál) akár 100 százalékot is. 
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Véleményünk szerint ez a módszer akkor alkalmazható, hogyha a vizsgálatban 
hasonló, nagy (jelentős világpiaci súllyal rendelkező) gazdaságok vannak. Amennyiben 
például két országra illesztenénk a modellt (legyenek ezek Magyarország és 
Németország) vagy több kis országot is tartalmazna a vizsgálat, akkor feltehető, hogy 
nehéz lenne a világgazdasági faktorok vagy másképpen közös faktorok becslése. 
Ugyanis „a priori” ebben a modellezési eljárásban nincs meghatározva, hogy melyik 
országnak mekkora világgazdasági súlya van. A vizsgált négy ország a tanulmányban 
a világgazdaság motorja, ésszerű feltevés azt állítani, hogy a kapott faktorok valódi 
világgazdasági faktorok. Ugyanakkor előfordulhat, hogy több kis ország bevonásával a 
modell a világpiaci faktornak olyan faktorokat hozna ki, amelyek csak az adott 
országcsoportra lennének jellemzőek. Vagy másképpen, maradva a magyar és német 
gazdaságot tartalmazó példánál, a közös faktorok valószínűleg egyre inkább 
hasonlítanának a magyar hozamgörbe faktorokra, pusztán azért mert a 
modellfelírásban Németország és Magyarország súlya is azonos a becslésben, noha az 
elemző asszimmetriát várna el Németország javára. 

3.3.2 Chen és Tsang modellje hozameltérésekre 

Chen és Tsang (2013) több országot vizsgál, mindegyik ország esetén megbecsülték 
a hozamgörbét a Fama-Bliss (1987) által alkalmazott módszer szerint. Majd e 
hozamgörbék eltérését vették páronként, és ezekre a hozamdifferenciákra készítették 
el a Nelson-Siegel hozamgörbe-illesztést. Az eredményeik azt mutatják, hogy 
maximum 2 évre előre a hozameltérésekben rejlő információ viszonylag jó becsléseket 
eredményezhet a deviza-árfolyamra vonatkozóan. Természetszerűen a meredekség a 
legfontosabb faktor, ez ugyanis indukálja az árfolyam le- vagy felértékelődését, attól 
függően, hogy a másik ország hozamgörbéjéhez képest a hazai hozamgörbe mennyire 
meredek. Ez a gyakorlatban 1 százalékpontos meredekség-növekedés esetén (relatív 
értelemben két hozamgörbe között) mintegy 3-4 százalékos felértékelődést jelent az 
adott évben. A meredekség és szint változása nagyon fontos, ugyanis ez adja meg 
időben, hogy mire lehet számítani két gazdaság viszonylatában. 

A tanulmány motivációját a fedezetlen kamatparitás vizsgálata és az ebben rejlő 
ellentmondások felfedése adja. Gyakran látott jelenség, hogy a magas hozamú devizák 
felértékelődnek, miközben a hatékony piacokat feltételezve leértékelődést lehetne 
várni. A fedezetlen kamatparitástól való eltérés a szerzők szerint egyértelműen 
megjelenik a relatív hozamgörbe alakjában. Így például a relatív értelemben vett 
hozamgörbe-ellaposodás a hazai gazdaság lassulását mutathatja. Hasonló 
makrogazdasági előrejelzést adhat a kiinduló magas kezdeti szint (azaz magas hosszú 
hozamok), ami jelentős inflációs várakozásokat vetíthet előre. Mindkét lehetséges 
jelenség a kockázati prémium növekedését mutathatja, ami azt jelenti, hogy a hazai 
hozamok növekednek a hatékony piacok feltételezésével szemben. A tanulmány 
hiányossága, hogy ezt a gondolatot a szerzők nem viszik tovább, és nem számolnak 
országkockázattal az elemzés során. Ráadásul csak olyan országokat vizsgálnak, ahol 
ez utóbbi elhanyagolható (Kanada, USA, Egyesült Királyság, Japán), vagy legalábbis 
nehezen összevethető egy feltörekvő piac országkockázatával így a magyar esettel. 
Emiatt a magyar adatokon való alkalmazhatósága ennek a módszernek erősen 
kérdéses. Az 1. ábrán látottak alapján pedig feltehető, hogy a Forint és Euró hozamok 
közötti eltérés és az árfolyam közötti korreláció 2012 októbere után jelentősen 
csökkent. 
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3.3.3 Egy két országos arbitrázsmentes Nelson Siegel típusú modell 

A következőkben Mouabbi (2014) modelljét tekintjük át, ami a megjelent tanulmány 
szerint viszonylag jó eredményekkel volt képes előrejelezni az árfolyamot. A példa 
bemutatása hasznos, ugyanis az anyag korábbi részeiben leírt több megállapítás is 
bemutatható ezen a modellen. 

Különböztessük most meg a hazai (𝑋𝑡
𝐷) és külföldi (𝑋𝑡

𝐹) faktorokat és definiáljuk a 

dinamikájukat a kockázatsemleges mérték (𝑄) alatt a következőképpen: 

𝑑𝑋𝑡 = −(𝜅
𝐷,𝑄 0
0 𝜅𝐹,𝑄) (

𝑋𝑡
𝐷

𝑋𝑡
𝐹)𝑑𝑡 + (Σ

𝐷 0
0 Σ𝐹)

(

 
𝑑𝑖𝑎𝑔√𝑋𝑡

𝐷 0

0 𝑑𝑖𝑎𝑔√𝑋𝑡
𝐹

)

 (
𝑑𝑊𝑡

𝐷,𝑄

𝑑𝑊𝑡
𝐹,𝑄), 

ahol a Σ
𝐷
 és Σ

𝐹
 valamilyen 3*3-as mátrixok, 0 elemekkel a főátlón kívül, 𝜅𝑖,𝑄 pedig 

felírható a NS modell 𝜆 paraméterei segítségével: 

𝜅𝑖,𝑄 = (

𝜀 0 0
0 𝜆𝑡

𝑖 −𝜆𝑡
𝑖

0 0 𝜆𝑡
𝑖

). 

Legyen a kockázatos mérték (P) alatti dinamika a következő alakú:  

𝑑𝑋𝑡 = (𝜅
𝐷,𝑃 0
0 𝜅𝐹,𝑃) [(

𝜃𝐷,𝑃

𝜃𝐹,𝑃
) − (

𝑋𝑡
𝐷

𝑋𝑡
𝐹)] 𝑑𝑡 + (Σ

𝐷
0

0 Σ
𝐹)

(

 
𝑑𝑖𝑎𝑔√𝑋𝑡

𝐷 0

0 𝑑𝑖𝑎𝑔√𝑋𝑡
𝐹

)

 (
𝑑𝑊𝑡

𝐷,𝑃

𝑑𝑊𝑡
𝐹,𝑃). 

Miután NS modellről van szó, ezért a hazai és külföldi faktorokból is 3-3 db van. 
Látható a dinamikákból, hogy a hazai és külföldi faktorok még függetlenek is, ráadásul 
ez egy becslésnél azt is jelentheti, hogy külön lehet ezeket becsülni.20 A P és Q mérték 
alatti fejlődésből meghatározható a kockázat piaci ára (market price of risk) folyamat 
(Γt) a szokásos formulából:  

Γt =

[
 
 
 

(Σ
𝐷 0
0 Σ𝐹)

(

 
𝑑𝑖𝑎𝑔√𝑋𝑡

𝐷 0

0 𝑑𝑖𝑎𝑔√𝑋𝑡
𝐹

)

 

]
 
 
 
−1

[(𝜅
𝐷,𝑃 0
0 𝜅𝐹,𝑃) [(

𝜃𝐷,𝑃

𝜃𝐹,𝑃
) − (

𝑋𝑡
𝐷

𝑋𝑡
𝐹)]

+ (𝜅
𝐷,𝑄 0
0 𝜅𝐹,𝑄) (

𝑋𝑡
𝐷

𝑋𝑡
𝐹)]. 

A kockázat piaci árával felírható a sztochasztikus diszkontfaktorok fejlődése: 

𝑑𝑀𝑡
𝐷

𝑀𝑡
𝐷 = −𝑟𝑡

𝐷𝑑𝑡 − Γ𝑡
𝐷𝑑𝑊𝑡

𝐷,𝑃 

𝑑𝑀𝑡
𝐹

𝑀𝑡
𝐹 = −𝑟𝑡

𝐹𝑑𝑡 − Γ𝑡
𝐹𝑑𝑊𝑡

𝐹,𝑃. 

                                        
20 Persze az is igaz, hogy a függetlenség feltétele könnyen enyhíthető, ha a jelenlegi 0 elemek helyett 

megengedünk valami eltérő értéket. 
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E folyamatok ismeretében a (2)-es és (3)-as egyenlet segítségével felírható az árfolyam 
mozgása és annak logaritmusa: 

𝑑𝑆𝑡

𝑆𝑡
= (𝑟𝑡

𝐷 − 𝑟𝑡
𝐹 + 𝛾∗Σ√𝑋𝑡Γt)𝑑𝑡 + 𝛾∗Σ√𝑋𝑡𝑑𝑊𝑡

𝑃 

𝑑𝑠𝑡 = (𝑟𝑡
𝐷 − 𝑟𝑡

𝐹 + 𝛾∗Σ√𝑋𝑡Γt
D −

1

2
𝛾∗Σ𝑋𝑡Σ

T𝛾∗,𝑇)𝑑𝑡 + 𝛾∗Σ√𝑋𝑡𝑑𝑊𝑡
𝑃, 

ahol legyen 𝛾∗ = [0,0,0,1,1,1] alakú. A 𝛾∗Σ√𝑋𝑡Γt kifejezés interpretálható úgy, mint a 

kockázati prémium.  

A modell képes előrejelezni és megjeleníteni az árfolyam leértékelődését, ez durván 
0,16-os korrelációt jelent az illesztett és megfigyelt árfolyam-leértékelődések között, 
ami egy viszonylag jó becslésnek tekinthető (összehasonlítva például Fama (1984) 
tanulmányával). A modell hiányossága, hogy nincs semmi olyan mechanizmus sem 
beépítve (szemben például Brandt és Santa-Clara (2001) vagy Anderson, Hammond 
és Ramezani (2010) tanulmányával), amely magyarázhatná az árfolyamnak a 
kamatokénál nagyobb volatilitását. Ennek ellenére a modellfelírásnak nagy előnye, 
hogy adott esetben külön is becsülhető a két ország hozamgörbéje, miközben – mivel 
3-3 NS faktor van országonként – a hagyományos árazó formulák és hozamgörbére 
adott egyenletek használhatóak a becslések megtételére. Ebben a specifikációban több 
ország is beépíthető, miközben az árfolyam-leértékelődés ésszerűen magyarázható a 
faktorok ismeretében. Makrogazdasági változók beépítése tovább javíthatna a 
becslésen. 
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4 Árfolyam modellezés pénzügyi-
ökonometriai módszerekkel  

4.1 ARMA-GARCH modellek 

A következőkben bemutatott modellek, modellcsaládok még ma is a 
legnépszerűbbek közül valók a pénzügyi modellezés területén, különösen, ha 
valamilyen eszközár mozgását kell egy paraméter takarékos modellkeretben 
megjeleníteni. Legyen a következőkben 𝑦𝑡 egy erősen stacioner folyamat (log-

hozamok) szezonalitás nélkül, követve a Box-Jenkins modellezés lépéseit egy 
késleltetéses (lag) szelekció után az idősor felírható valamilyen ARMA(p,q) alakban a 
következő módon:  

𝑦𝑡 = 𝜇 + ∑𝜑𝑖

𝑝

𝑖=1

𝑦𝑡−𝑖 + ∑𝜗𝑖

𝑛

𝑖=0

𝑢𝑡−𝑖, 

ahol a hibatagra az a feltételezés, hogy az valamilyen független azonos eloszlású 
(legtöbbször normális hibatag) innovációkból áll minden időpontban: 𝑢𝑡~𝑁(0, 𝜎𝑡

2). 

Ismert tény, hogy a hozamok abszolút értékei és négyzetei erősen korreláltak, 
miközben az innovációk leírhatóak valami vastagszélű eloszlással, ám semmiképpen 
sem normálisak. A hozamok eloszlása valamilyen leptokurtikus eloszlás (azaz a 
normális eloszlásnál csúcsosabb, a széleken pedig vastagabb), időben változó és 
klasztereződő szórással. Ezeknek a problémáknak a kiküszöbölésére születettek meg 
először az ARCH („Autoregressive Conditional Heteroscedasticity”, lásd: Engle (1982)), 
majd a GARCH („Generalised Autoregressive Conditional Heteroscedasticity”, lásd: 
Bollerslev 1986) modellek. A GARCH(p,q) modell felírható a következő alakban a 
bevezetett jelölésekkel:  

𝜎𝑡
2 = 𝛼0 + ∑𝛼𝑖

𝑝

𝑖=1

𝑢𝑡−𝑖
2 + ∑𝛽𝑖

𝑞

𝑖=1

𝜎𝑡−𝑖
2 . 

Ez hasonlít egy ARMA(p,q) felíráshoz csak a volatilitásokra nézve. Ennek a modellnek 
azonban több hibája is van. A gyakorlatban legtöbbször elég a GARCH(1,1) a volatilitás 
leírására, azonban ennek becslése problémás lehet, ugyanis igen gyakran a 
paraméterek összege (𝛼1 é𝑠 𝛽1) közelít az egyhez21, ami esetén a folyamat már gyenge 

értelemben sem stacioner.22 Lényeges megfigyelés, hogy legtöbbször a 𝛽1 értéke 0,9 

körüli, azaz egy komolyabb piaci turbulencia hatása a modell szerint nagyon lassan 
cseng le, ami sok esetben irreális képet mutat az idősor alakulásáról. 

Igen gyakori, hogy már a megszokott paraméter-értékek esetén sincsenek 
viszonylag alacsonyrendű momentumok, így például ARCH(1)-nél, ha 𝛼1

2 > 1 3⁄ , akkor 

már 𝔼(𝑢𝑡
4) nem véges (tetszőleges momentumokra alkalmas Ljapunov exponens 

bevezetésével beláthatók hasonló paraméter korlátok (Márkus 2016)). A legnagyobb 
probléma azonban a variancia nemnegativitásának sérülése, valamint a „leverage” 

                                        
21 Ilyenkor érdemes lehet a paraméterek összegét egyre rögzíteni és IGARCH modellt használni. 
22 A GARCH(p,q) folyamat gyengén stacioner ha: ∑ 𝛼𝑖

𝑝
𝑖=1 + ∑ 𝛽𝑖

𝑞
𝑖=1 < 1. 
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hatás figyelmen kívül hagyása23. Gyakori megfigyelés, hogy a lefele irányuló sokkok 
nagyobbak, mint a felfele változóak (azaz a lefelé mutató sokkok jobban jelzik előre a 
volatilitást), vagy legalábbis iránytól függően a sokkok mérete eltér, ezért érdemes 
lehet ezt megjeleníteni egy modellben. A „leverage” hatásra jó megoldást kínál a 
Nelson (1991) féle EGARCH vagy Glosten, Jagannathan és Runkle (1993) féle (GJR-
)GARCH modell. E modellek esetén a következő módon írható fel a volatilitás 
egyenlete: 

EGARCH(1,1): 

𝑙𝑛(𝜎𝑡
2) = 𝛼0 + 𝛽𝑙𝑛(𝜎𝑡−1

2 ) + 𝛾
𝑢𝑡−1

√𝜎𝑡−1
2

+ 𝛼1 [
|𝑢𝑡−1|

√𝜎𝑡−1
2

+ √
2

𝜋
] 

GJR-GARCH(1,1) modell: 

𝜎𝑡
2 = 𝛼0 + 𝛼1𝑢𝑡−1

2 + 𝛽𝜎𝑡−1
2 + 𝛾𝑢𝑡−1

2 𝐼𝑡−1, 

ahol 𝐼𝑡−1 = 0, ha 𝑢𝑡−1 < 0, 𝐼𝑡−1 = 1 egyébként.  

Ezek rendre képesek megjeleníteni a „leverage” hatást: a GJR modell esetén ez az 
indikátor (𝐼𝑡 minden t-re) bevezetésével történik meg, az EGARCH esetén 𝛾 negatív 

értékénél beszélhetünk ugyanerről. Az EGARCH esetben a variancia felírása miatt nem 
állhat elő nem pozitív érték.  

A GARCH modellek nem mondják meg, hogy merre mozdul az árfolyam, azonban 
képesek reális hozampályákat, trajektóriákat generálni, amiknél a volatilitás 
klasztereződik, és a hozamok eloszlása valamilyen vastagszélű eloszlás. A hozamok 
eloszlása nem lesz normális, annak ellenére sem, hogy az egyszerűbb modellek 
normális eloszlású innovációkat tételeznek fel. Ha még azt is feltesszük, hogy az 
innovációk valamilyen nehezebben „kezelhető” eloszlást (pl. Student eloszlást) 
követnek, akkor a likelihood becslés tovább bonyolódik. E modellek felhasználási 
területe sokrétű, a reálisan változó variancia megjelenítése lehetővé teszi a generált 
trajektóriákból különböző kockázati mértékek számítását, vagy kereskedési 
döntéseknél is hasznos lehet. Így például két termék volatilitásának hányadosa 
indukálja a hedge-et egy határidős ügylet esetén, vagy az ún. Profit&Loss24 egyenletre 
gondolva egy opcióra vonatkozó eladási vagy vételi jelet adhat egy modell előrejelzés. 

Természetesen a vektor-autoregresszív modellekhez hasonlóan léteznek 
többdimenziós GARCH modellek is. Ezek nagy előnye lehet, hogy több devizára 
megalkotva ezeket lényegesen jobb az előrejelző erejük, mintha csak egy árfolyam 
idősorra alkotnánk modellt. Ezek hátránya viszont a rengeteg paraméter becslése. 
Ennek illusztrálására a GARCH(1,1) modell egy n dimenziós változatát mutatjuk be. 

                                        
23 Először részvény árfolyamokon figyelték meg a „leverage” hatást. Ha egy vállalat részvénye 

hirtelen nagyot esik, akkor az egy nagy negatív innovációt jelent. Ez csökkenti a vállalat értékét növelve 
a tökeáttételét (angolul: leverage) és a csőd kockázatát, ami pedig a részvény hozamainak volatilitását 

is emeli. Pusztán empírikusan szemlélve a jelenséget a leverage hatás a variancia asszimmetrikus 

reagálását jelenti az eltérő előjelű sokkokra. 
24 Az egyenlet egy opció értékének másodfokú Taylor sorba fejtése révén adódik, a közelítések 

különbségét kell venni, az egyikben a realizált, a másikban a visszaszámított volatilitás szerepel. Az 
kifejezés előjelétől függően az opció megtartására vagy eladására ad jelet a Profit&Loss egyenlet. 
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Legyen a továbbiakban Ht a feltételes kovariancia mátrix, 𝑛 × 𝑛-es, valamint legyen Σt 

a hibák 𝑛 hosszú vektora. Ekkor a modell a következő alakú:  

𝑣𝑒𝑐(𝐻𝑡) = 𝐶 + 𝐴 ∗ 𝑣𝑒𝑐(𝛴𝑡𝛴𝑡
𝑇) + 𝐵 ∗ 𝑣𝑒𝑐(𝐻𝑡−1) 

𝛴𝑡|ℱ𝑡−1 ~ 𝑁(0, 𝐻𝑡), 

ahol a 𝑣𝑒𝑐(∙) kifejezés jelöli a mátrix vektorizáltját, a felírásban 𝐶, 𝐴 és 𝐵 paraméterek. 

Ekkor 𝑘 = ∑ 𝑖𝑛
𝑖=1  a felírásban szereplő egyenletek száma, 𝐶 egy 𝑘 hosszú sorvektor, 𝐴 

és 𝐵 pedig 𝑘 × 𝑘 méretű négyzetes mátrixok. E felírás például négy különálló idősor 

esetére 210 paramétert jelent (ugyanis ilyenkor egy 16 elemű kovariancia mátrixra 
adunk példát). Még abban az esetben is, ha csak az 𝐴 és 𝐵 mátrixok diagonálisaiban 

definiálunk nem nulla értékeket, mindig 30 paraméter marad, amit meg kell becsülni. 

A becslési és paraméterezési nehézségek ellenére e modellek használata viszonylag 
gyakori az árfolyamok vizsgálatára. Ahogy már bemutattuk, több tanulmány is egy 
benchmarkként használja a több dimenziós GARCH modelleket a saját modell 
eredmények igazolására (de los Rios 2009; Darvas és Schepp 2007). Könnyű belátni, 
hogy diszkrét idejű GARCH(1,1) modell átírható folytonos idejűvé a következő alakban 
(megfelelő paraméterezés mellett természetesen):  

𝑑𝜎𝑡
2 = 𝜃(𝜅 − 𝜎𝑡

2)𝑑𝑡 + 𝜈𝜎𝑡
2𝑑𝑊𝑡. 

Sok esetben a GARCH modelleket a sztochasztikus volatilitás modellek egy 
fajtájának tartják, noha t-ben a volatilitás teljesen determinált, az előző időszaki 
értékekből kiszámolható. A sztochasztikus volatilitás modellek általánosan a következő 
módon írhatóak fel (legyen 𝑆 az alaptermék árfolyama): 

𝑑𝑆𝑡 = 𝜇(𝑡, 𝑆𝑡)𝑑𝑡 + 𝜎(𝑡, 𝑆𝑡)𝑑𝑊𝑡 

𝑑𝑌𝑡 = 𝑎(𝑡, 𝑌𝑡)𝑑𝑡 + 𝑏(𝑡, 𝑌𝑡)𝑑𝑊𝑡
𝑌 

𝜎(𝑡) = 𝑓(𝑌𝑡), 

ahol 𝑊𝑡
𝑌és 𝑊𝑡 korrelált Wiener folyamatok, 𝑓 pedig valamilyen jól viselkedő 

függvény25. A Heston-modell esetén például a gyökfüggvény:  

𝑆𝑡 = 𝑆𝑡𝜇(𝑡)𝑑𝑡 + 𝑆𝑡𝜎(𝑡)𝑑𝑊𝑡 

𝑌𝑡 = 𝜃(𝜅 − 𝑌𝑡)𝑑𝑡 + 𝜈√𝑌𝑡𝑑𝑊𝑡
𝑌 

𝜎(𝑡) = √𝑌𝑡. 

A módszer előnye, hogy jól jeleníti meg az ún. „volatilitás-mosolyt” (ennek időbeni 
dinamikája is hiteles), jobb eredményt lehet vele elérni az opcióárazást tekintve, mint 
például a lokális volatilitás modellekkel vagy a közönséges Black-Scholes modelllel. A 
Heston-modell ezen felül jól jeleníti meg a volatilitás átlaghoz visszahúzását, 
paramétertől függően egyfajta „emlékezetet” ad a volatilitásnak. A hátránya, hogy 
rövid lejáratra túl lapos a „volatilitás mosoly”, és a Feller-feltétel gyakran nem teljesül. 

                                        
25 𝑓 [−∞,∞] → [0,∞] első fokon folytonosan differenciálható, monoton növő vagy csökkenő 

függvény. 
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4.2 Rezsimváltó modellek 

Először Engel és Hamilton (1990) vezetett be rezsimváltó modelleket árfolyam 
modellezésre. Az ő modelljük még egyszerűen megadható, időszaktól függően csak 
két féle eloszlásból származnak a hozamok (𝑦𝑡), amennyiben 𝐼𝑡 = 0, akkor 
𝑦𝑡~𝑁(𝜇0, 𝜎0

2), míg 𝐼𝑡 = 1 esetén 𝑦𝑡~𝑁(𝜇1, 𝜎1
2). Az indikátorváltozó (𝐼𝑡) mozgását egy 

Markov átmenet valószínűségmátrix írja le két paraméterrel (𝑝1,1, 𝑝2,2). Így összesen a 

modell becslése során 6 paramétert (a két szórást, 2 átmenet valószínűséget, 2 várható 
értéket tartalmazó vektor legyen 𝜽) kell becsülni likelihood függvénnyel. Ez az egyszerű 

problémafelvetés is igen számolásigényes. A normális eloszlások paramétereinek 
becslései rendre az egyes állapotokba tartozás valószínűségének súlyozott átlagaként 
adódnak: 

𝜇̂𝑗 =
∑ 𝑦𝑡𝑃(𝐼𝑡 = 𝑗|𝑦1 …𝑦𝑇;  𝜽)𝑇

𝑡=1

∑ 𝑃(𝐼𝑡 = 𝑗|𝑦1 …𝑦𝑇;  𝜽)𝑇
𝑡=1

 

𝜎̂𝑗
2 =

∑ (𝑦𝑡 − 𝜇̂𝑗)
2
𝑃(𝐼𝑡 = 𝑗|𝑦1 …𝑦𝑇;  𝜽)𝑇

𝑡=1

∑ 𝑃(𝐼𝑡 = 𝑗|𝑦1 …𝑦𝑇;  𝜽)𝑇
𝑡=1

 

𝑝̂𝑗,𝑗 =
∑ 𝑃(𝐼𝑡 = 𝑗, 𝐼𝑡−1 = 𝑗|𝑦1 …𝑦𝑇;  𝜽)𝑇

𝑡=2

∑ 𝑃(𝐼𝑡−1 = 𝑗|𝑦1 …𝑦𝑇;  𝜽) + 𝑃(𝐼1 = 𝑗 |𝜽) − 𝑃(𝐼1 = 𝑗|𝑦1 …𝑦𝑇;  𝜽)𝑇
𝑡=2

. 

A modell egyik fontos tanulsága, hogy 1973-tól 1988-ig terjedő negyedéves 
adatokon a szerzőknek sikerül ezzel a két lehetséges állapottal megjeleníteni az 1979-
es és az 1987-es válságokat körülölelő recessziós időszakot az USD különböző európai 
devizákkal vett árfolyamain (DEM, GBP és FRF). Egyszerűsége ellenére a korábban 
bemutatott fedezetlen kamatparitás vagy forward prémium anomália megléte is 
vizsgálható a modellel, amit a szerzők meg is tesznek azzal, hogy kétdimenziós 
eloszlást vizsgálnak (az árfolyam-változás mértéke és a hozamdifferenciák voltak a 
faktorok). Engel és Hamilton (1990) munkájának eredménye még, hogy az akkori 
adatokon sikerül jobb előrejelzést adni, mint a véletlen bolyongás. Ezt az eredményt 
Engel (1994) ugyanezen a modellen, de több devizapáron már nem tudja teljes 
egészében megismételni. Cheung és Erlandsson (2005) egy részletesebb elemzését 
adja az Engel és Hamilton (1990) féle adatbázisnak. Egyrészről nem teszik fel a priori, 
hogy a három vizsgált devizapárban hányféle rezsim legyen, ehelyett több rezsimet 
feltételeznek és Monte Carlo szimulációval kapott empirikus eloszlások segítségével 
határozzák meg a rezsimek optimális számát. Rámutatnak arra is, hogy az Engel és 
Hamilton (1990) által alkalmazott Wald tesztek nem voltak alkalmasak a rezsimenként 
eltérő paraméterek tesztelésére. Frekvenciától függően 2-3 rezsimet találtak az egyes 
devizaárfolyamokban. Lényeges volt, hogy negyedéves szinten a rezsimváltás szerepe 
sokkal kisebb volt, mint havi szinten (azaz nem voltak szignifikánsan eltérő paraméterű 
rezsimek, miközben ebben az esetben az előrejelzés is rosszabb volt, mint egy véletlen 
bolyongás folyamat). 

Komolyabb rezsimváltó modellek bemutatása előtt érdemes meggondolni, hogy 
milyen magyarázat adható egy látens rezsimváltó folyamat alkalmazására. A 
következőkben Lee és Chen (2006), valamint Ichiue és Koyama (2011) tanulmányát 
emeljük ki, amelyek valamilyen értelemben magyarázni tudják a rezsimváltó modellek 
létjogosultságát.  
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Gyakori jelenség a pénzügyi piacokon, hogy konjunktúrában alacsony volatilitás 
tapasztalható lassú lecsengéssel, míg recesszióban (vagy másképpen „bearish” 
piacokon) ugyan gyors a volatilitás lecsengése, ám az tartósan magasabb szinten 
marad. Ez megjeleníthető egy rezsimváltó modellel, illetve kiküszöbölhető a GARCH 
modelleknek az a hibája, hogy recesszióban túlbecslik a volatilitás perzisztenciáját 
(Klaassen 2002; Brunetti és mtsai. 2008). E magyarázaton kívül azonban több is 
elmondható a modellkeret alkalmazhatóságáról. Ichiue és Koyama (2011) a japán Yen 
adatain vizsgálta a „carry trade” lehetséges hatásait. Az találták, hogy a „carry trade” 
megléte és a fedezetlen kamatparitás sérülése között szoros ok-okozati kapcsolat van. 
Az eredményeik szerint, akkor értékelődnek le az alacsony hozamú devizák a magas 
hozamúakhoz képest, amikor egy alacsony volatilitású időszak van a piacon. Ezért a 
„carry trade”-et teszik felelőssé, azaz azt a stratégiát, ami szerint a kereskedő alacsony 
hozamú devizában vesz fel hitelt, annak érdekében, hogy a magas hozamú devizában 
többlet hozamot realizáljon. A forward prémium anomália e magyarázata némileg eltér 
a korábban az arbitrázsmentes affin modelleknél látottakhoz képest, itt ugyanis nem 
egy némileg absztrakt, változó kockázati prémiummal magyarázzák az anomália 
megjelenését. Továbbá, Chen és Lee (2006) ráirányítja a figyelmet annak 
lehetőségére, hogy dirty floating (piszkos lebegtetés) árfolyam rendszerekben napi 
adatokon, de akár nagy frekvenciájú adatokon is detektálható a jegybank 
beavatkozása. Ennek érdekében egy elméleti modellt építenek, ami alapján a konklúzió 
az, hogy minél jelentősebbek a várakozások egy esetleges jegybanki beavatkozásra 
vonatkozólag, annál jobban eltávolodhat az árfolyam az azt leíró strukturális 
változóktól. 

Az első igazán komoly rezsimváltó modellt Gray (1996) alkotta meg a rövid 
kamatlábak modellezésére. GARCH modelleket használva több probléma is felmerül, 
amit egy rezsimváltó modell becslésénél ki kell küszöbölni. Gray (1996) modellje a 
következő módon írható fel egy GARCH(1,1) folyamattal, rezsimfüggő drifttel: 

𝑦𝑡 = 𝜇𝑖,𝑡 + 𝑢𝑡 

 𝜎𝑖,𝑡
2 = 𝛼0 + 𝛼𝑖,𝑡𝑢𝑖,𝑡

2 + 𝛽𝑖,𝑡𝜎𝑡−1
2  (22) 

A variancia jelen esetben útfüggő, egyrészt számít az adott időszaki rezsim értékétől 
(𝐼𝑡), valamint a megelőző időszaki rezsimek értékeitől és a t-1-ig megismert sokkoktól. 

A korábbi tanulmányok (Hamilton és Susmel 1994; Cai 1994) rendre csak ARCH 
becslést alkalmaztak, ami kevésbé hatékony, mint a GARCH folyamatok. A probléma 
az, hogy az adott időszaki variancia függ az adott időszaki állapottól és az előző időszaki 
varianciától, mivel az ARCH felírásban csak a hibatagok szerepelnek, ezért ott ez a 
nehézség nem jelentkezik. Ez nehezen kezelhetővé tenné a becslést, gyakorlatilag egy 
integrálást jelentene végig a lehetséges elérési utak mentén. Gray (1996) 𝜎𝑡−1

2  

megadásához feltételezte, hogy 𝑦𝑡 eloszlása feltételesen normális minden időszakban, 

ami ésszerű feltevés tekintve, hogy ez az eloszlás minden 𝑡-re két normális eloszlás 
változó súlyú összegeként adható meg. Ebben az esetben 𝜎𝑡−1

2  felírható: 

 𝜎𝑡−1
2 = 𝔼(𝑦𝑡−1

2 |ℱ𝑡−2) − 𝔼2(𝑦𝑡−1|ℱ𝑡−2)

= 𝑝0,𝑡−1[𝜇0,𝑡−1
2 + 𝜎0,𝑡−1

2 ] + (1 − 𝑝0,𝑡−1)[𝜇1,𝑡−1
2 + 𝜎1,𝑡−1

2 ]

− [𝑝0,𝑡−1𝜇0,𝑡−1 + (1 − 𝑝0,𝑡−1)𝜇1,𝑡−1]
2
. 

(23) 
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A felírás előnye, hogy egy közönséges GARCH modellhez hasonlóan rekurzívan 
becsülhető maximum likelihood módszerrel. Klaassen (2002) adja ennek a módszernek 
egy továbbfejlesztését, érvelése szerint ez a módszer nem optimális többidőszakos 
előrejelzésre, így két ponton módosítja Gray (1996) modelljét:  

 𝑉𝑎𝑟(𝑢𝑡|𝑦̃𝑡, 𝐼𝑡−1) = 𝛼𝑖,𝑡 + 𝛼𝑖,𝑡𝑢𝑡
2 + 𝛽𝑖,𝑡𝔼(𝑉𝑎𝑟(𝑢𝑡−1|𝑦̃𝑡−1, 𝐼𝑡−2)|𝑦𝑡, 𝐼𝑡−1), (24) 

ahol 𝑦̃𝑡 az 𝐼𝑡−1-ben levő információn alapuló rezsimállapot. Itt csak (𝑡 − 1)-ben történik 

meg a meglevő információkból a várható érték képzése.  

Engel és Hamilton (1990) tanulmányának jelentőségét az adja, hogy a későbbiekben 
rengeteg tanulmány próbált egyre összetettebb modell keretben hasonló rezsimváltó 
modelleket alkalmazni. Az ehhez kapcsolódó kutatási témák is maradtak: így a 
kamatlábak és árfolyam viszonya (Lee és Chen 2006), a hozamok rezsimenként változó 
volatilitása (Brunetti és mtsai. 2008; Reher és Wilfling 2011). A rezsimváltó és több 
dimenziós GARCH esete kényelmes elemzési keretet nyújt például több piac közötti 
volatilitás modellezésére (Haas 2004), vagy a korrelációk és kovarianciák változásának 
modellezésre (például a portfólió diverzifikációból származó előnyök gyengülésének és 
pénzügyi „fertőzések” vizsgálatára egy válság során, lásd Kasch és Caporin (2013)). 

A bemutatott ötlet alkalmazhatósága erősen kérdéses (főleg akkor, ha valamely 
összetettebb modellbe szeretnénk ezt beépíteni), azonban egy egyszerűbb 
modellkeretben is (amit például Engel és Hamilton (1990) alkotott) viszonylag jól 
behatárolhatóak a rezsimváltások. Így nem csak „szakértői becslés” segíthet a 
strukturális törések (vagy legalábbis eltérő tengelymetszetek) időpontjainak 
meghatározásában, hanem egy modellbecslés is (a tényleges becslés előtt már egy 
korábban megbecsült egyszerűbb modell becslését használjuk fel). Jelenleg a forint 
kötvények lejárati szerkezetének vizsgálatára megalkotott modell bizonyos opciói 
között szerepelnek hasonló megoldások. Ami igazán problémát jelenthet egy 
rezsimváltó modellkeretben az a gyakran ismételt kérdés: „Megismétli-e a történelem 
önmagát?”. Azzal, hogy a modell visszavált egy korábban már létezett rezsimre, azt 
tesszük fel, hogy egy korábbi időperiódus lényegileg úgy működött, mint a mostani 
(Ang és Timmermann 2011). A hibás klasszifikáció épp úgy probléma lehet, Dacco és 
Satchell (1999) az USD/DEM árfolyamon adnak példát arra, hogy mennyire pontatlan 
lehet a becslés, hibás az átmenet-valószínűségekre adott becslések esetén. 
Rámutatnak arra is, hogy a négyzetes hibákkal nem feltétlen célszerű a rezsimváltó 
modellek pontosságát vizsgálni. 

4.3 Lévy folyamatok 

Általánosságban elmondható, hogy a Lévy folyamatokat lehet tekinteni a véletlen 
bolyongás egy folytonos időbeli megfelelőjének. Gyakori, hogy a frekvencia nagysága, 
vagy a modellezhetőség nehézsége miatt, egész egyszerűen egy véletlen bolyongást 
alkalmaznak az árfolyam hozamainak modellezésére. Ez helyes modellválasztás esetén 
reálisnak mondható árfolyam-trajektóriákat eredményez a hozamok szórása 
szempontjából, azonban arról nem sokat tud mondani, hogy merre indul az árfolyam. 
A drift nem is lényeges például órán, vagy akár percen belüli frekvenciájú adatoknál, 
de még akár egy fél éven belüli időszak esetén is elhanyagolható, ha nagy a volatilitás. 
Az viszont sokkal fontosabb, hogy a kockázatok nagysága reális legyen, ezt a Lévy 
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folyamatok esetén generált a vastag szélű trajektóriákkal el lehet érni, amiben jelentős 
a szerepe a folyamatban levő ugrásoknak (szemben a közönséges Wiener folyamattal, 
amely csak normális eloszlású hozamokat tud generálni). 

Egy tetszőleges 𝑋𝑡 folyamat Lévy folyamat, ha a következők teljesülnek (Márkus 

2015):  

1. Független növekményű. 
2. Stacioner növekményű (erős értelemben). 
3. Létezik baloldali határértéke és jobbról folytonos minden pontban. 
4. Sztochasztikusan folytonos. 

Minden Lévy folyamata felírható a Lévy-Ito dekompozíció szerint 𝛾, 𝐴 ∈ ℝ és az 

összetett Poisson folyamat (𝐽(𝑡, 𝑥) és az ebből számolható kompenzált Poisson 

folyamat 𝐽(𝑡, 𝑥)) ismeretének segítségével a következő alakban: 

𝑋𝑡 = 𝛾𝑡 + 𝐴𝑊𝑡 + ∫ 𝑥𝑑𝐽(𝑠, 𝑥)

|𝑥|>1,𝑠∈[0,𝑡]

+ ∫ 𝑥𝑑𝐽(𝑠, 𝑥)

1>|𝑥|>𝜀,𝑠∈[0,𝑡]

 

A tagokat elemezve a következő megállapítás tehető: A Lévy folyamat (1) egy 
Wiener folyamat (valamilyen konstans szorzóval), (2) időtől függő drift, (3) egy 
összetett Poisson folyamat (valami rögzített értéknél nagyobb ugrások), és (4) egy 
tiszta ugró martingál összegére (kompenzált Poisson folyamat) bontható. Az első két 
tag adja a folyamat folytonos részét, a (3)-as és (4)-es rész idézi elő az ugrásokat, a 
(4)-es tag esetében végtelen sok ugrás lehet ezért a Poisson folyamatot az ugrások 
várható értékével kell kompenzálni (kompenzált Poisson folyamat). Általánosságban 
elmondható, hogy az összetett Poisson folyamatban exponenciális időközönként 
következnek be az ugrások (adott időszak alatt bekövetkező ugrások eloszlása 
Poisson), ezek mérete egy valószínűségi eloszlással lehet adott. A (3)-as részben csak 
egy adott értéknél abszolút értékben nagyobb ugrások jelennek meg, így ezek valóban 
„ritka” eseményeknek tekinthetőek. A (4)-es tag lehet végtelen aktivitású, ebben az 
esetben már nem biztos, hogy létrejön a konvergencia, ezért kell a kompenzált Poisson 
folyamat, és az ugrások abszolút értékben nem lehetnek valamilyen 𝜀 > 0 értéknél 

kisebbek. 

A Lévy folyamatokat a Lévy-Ito dekompozíció segítségével meg lehet különböztetni 
az ugrások száma szerint: 

1. Az ugró diffúziós (vagy véges aktivitású modellek) rendre egy sodró Brown 
mozgás és elkülönült ugrások összegeként állnak össze. Az ugrások ritka 
eseményeket, hirtelen piaci sokkokat hivatottak megjeleníteni, ekkor az a 
feltevés, hogy a hozamok eloszlása normális, ám ezeket turbulens 
időszakokban ilyen egyedi sokkok szakítják meg, amiktől már nem lesz 
normális a hozamok eloszlása. Az egyik első volt ezek közül a Merton (1976) 
modell, amely exponenciális eloszlású időközönként, de normális eloszlású 
ugrás méretet feltételezett. Hasonló megoldást használ még a Kou (2002) 
modell, amely esetén dupla exponenciális eloszlás adta meg az ugrások 
méretét. 

2. A végtelen aktivitású modellek végtelen sok ugrást feltételeznek bármilyen 
tetszőlegesen rövid időhorizonton (ezekben szerepel a (4)-es tag is). Itt nincs 
szükség driftre, az ugrások dinamikája így is elég „gazdag” ezek a folyamatok 
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igen gyakran Lévy folyamatok időátskálázásával kaphatóak meg. E modellek 
különböző időlépték alatt is jól leírják az árfolyamokat, jellemzően nagy 
frekvenciás adatokon használják őket. (lásd: CGMY modell, Carr és 
szerzőtársai (2002)) 

Még realisztikusabb árfolyam trajektóriák úgy kaphatóak, ha szubordinátorokat 
alkalmazunk, ebben az esetben 𝐴 = 0, miközben 𝛾 ≥ 0, valamint 𝐽(𝑡, 𝑥)-nek csak 

pozitív ugrásai vannak. E szubordinátorok jeleníthetik meg az üzleti időt, azaz 
véletlenszerűen érkeznek be az információk, nagyobb piaci aktivitásnál egyre több, így 
változhat a frekvencia nagysága. E szubordinátorokat az idő helyett alkalmazva a 
Brown mozgásban, időátskálázott Brown mozgás kapható, amely már jól le tudja írni 
az árfolyamok rövid távú mozgását. (E folyamatok jelent példát a Variance Gamma, 
Normal Inverse Gauss, vagy a CGMY folyamat.) 

Az időátskálázott Lévy folyamatokból (𝑋(𝜏𝑡), ahol 𝑋 Lévy folyamat, 𝜏𝑡 az időskála) 

képzett eszköz árak (𝑆𝑡) felírhatóak a következő képletekkel: 

𝑆𝑡 = 𝑆0exp (𝑋(𝜏𝑡)) (25) 

𝑆𝑡 = 𝑆0exp (∫ 𝜎(𝑠)
𝑡

0

𝑑𝑋(𝜏𝑠)) (26) 

𝑋 folyamat természetesen lehet a közönséges Brown mozgás is, ebben az esetben 

kapjuk meg az előbb említett CGMY, vagy például Variance Gamma folyamatot. A (25)-
össel készített modell több hasznos tulajdonsággal is rendelkezik: arbitrázsmentes, 
ln (𝑆𝑡) stacioner növekményű, a hozamok eloszlása vastag farkú és ferde, relatíve kevés 

paraméterrel (6 vagy 7) megadható. A modell bővítése (26)-ossal azért jó, mert ebben 
az esetben már van perzisztenciája a volatilitásnak (𝜎(𝑡)) az integrálás létéből adódóan 

(Márkus 2015). 

A fenti modellek nagyrészt napi, vagy még nagyobb frekvenciájú adatokra lettek 
kitalálva vagy legalábbis inkább ez a frekvencia képezi a felhasználásuk tárgyát a 
derivatíva árazás mellett a kvantitatív pénzügyekben. Ezek esetén elemi érdek, hogy a 
modell reálisan ábrázolja az alaptermék árfolyamának mozgását, ami itt az árazás 
logikájából adódóan a volatilitás helyes és realisztikus modellezését jelenti. Ez a 
motiváció azonban nem zárja ki ezek alkalmazhatóságát. Bebes és Reguly (2015) a 
Forint kötvények lejáratának szimulációjában is hasonló modellt (VAR(1) folyamatot) 
alkalmaz a NS hozamgörbe paraméterek és az előzetesen kiszámított világgazdasági 
faktorok mozgásának megjelenítésére negyedéves frekvencián. Havi adatokon 
diszkretizálással elképzelhető, hogy a fenti modellek valamelyikét alkalmazzuk egy akár 
5 év hosszú szimulációban. A módszerek alkalmazásához ugyanis nem kellenek 
makrogazdasági változók, és ezekre vonatkozó feltevések. A szimuláció egy 
ökonometriai becsléssel és az abból képzett szimulációval elkészíthető. Így például egy 
VAR folyamat generálhatná a szinteket, egy több dimenziós GARCH folyamat pedig a 
varianciákat, valamely alkalmas időhorizontra elvégzett becslés eredményei alapján. 

A 2003-2004-ben megalkotott első ÁKK optimális adósságportfólió modell is e 
folyamatokat használta az árfolyam leírására. A régi modellben az árfolyam szintje (𝑆𝑡) 

egy geometriai Brown mozgást követett (ez a Lévy folyamat speciális esete ugrások 
nélkül), miközben a volatilitását (𝜎𝑡

2) egy GARCH(1,1) dinamika írta le. Formalizáltan 

felírva ez az árfolyam modell a következő módon adható meg négy paraméter (𝜇, 𝛾, 

𝜃, 𝜆) segítségével a folytonots esetre: 
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𝑑𝑆𝑡 = 𝜇𝑆𝑡𝑑𝑡 + 𝜎𝑡𝑆𝑡𝑑𝑊𝑡
1 

𝑑𝜎𝑡
2 = 𝛾(𝜃 − 𝜎𝑡

2)𝑑𝑡 + √2𝜃𝜆𝜎𝑡
2𝑑𝑊𝑡

2 

Itt a két Wiener folyamat (𝑊𝑡
1 és 𝑊𝑡

2) egymásra ortogonális, 𝜃, 𝛾 > 0, valamint 𝜆 0 

és 1 közötti értékeket vesz fel. Ez a felírás annyiban jó, hogy hiteles trajektóriákat 
generál abbna az értelemben, hogy a hozamok eloszlása és a volatilitás váltakozása 
tükrözni fogja a historikus adatokon tapasztaltaltakat. Azonban ez a felírás keveset 
mond a gazdaság más változóinak kapcsolatáról. Az árfolyam driftje konstans, ami 
nem feltétlenül helyes, ugyanis már rámutattunk, hogy ezt nagyban meghatározza a 
két gazdaság közötti eltérő inflációs nyomás, valamint a kamatlábak különbsége. Hári 
és Panuska (2004) munkáját vizsgálva fájó hiányosság, hogy nincs kifejtve miként 
korrelálnak az árfolyamot érő sokkok a hozamokra ható sokokkal. A régi modellben a 
hozamgörbe egyes lejáratai egy Cholesky féle háromszög mátrix segítségével 
korreláltak egymással, azonban itt nincs megjelenítve, hogy ezek miként hatottak a 
devizaárfolyam mozgására. Fentebb rámutattunk, hogy az árfolyam trajektóriáját 
ugrások szakíthatják meg, ebben az esetben érdemes lehet a geometriai Brown 
mozgást ugrásokkal is bővíteni ez a 2000-es évek eleji modell további fejlesztési 
lehetősége lett volna. 
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5 Strukturális árfolyam modellek 

5.1 A makrogazdasági változókon alapuló árfolyam előrejelzések 
nehézségei 

A modern makroökonómia egy régóta fennálló hiányossága, hogy nem sikerült a 
lebegő árfolyamrendszerekre vonatkozóan egy olyan devizaárfolyam-modellt alkotni, 
amely minden országra, minden devizapárra egységesen működőképes lett volna. 
Meese és Rogoff (1983) sokat idézett tanulmányukban a 70-es és 80-as évek árfolyam-
modelljeit vizsgálták, és arra jutottak, hogy ezek előrejelző képessége egy évnél 
rövidebb időhorizonton nem éri el a véletlen bolyongás előrejelző képességét sem. Ezt 
követően számos tanulmány próbálta megoldani ezt a problémát, de ahogy Cheung, 
Chinn és Pascual (2005) is megjegyzi a 90-es évek árfolyam-modelljeinek vizsgálata 
után: „lehet, hogy egy modell egy konkrét devizaárfolyamon jól teljesít, de egy 
másikon már egyáltalán nem”. A strukturális árfolyammodellek rövidtávú 
előrejelzésének gyengeségeivel Engel és West (2005) foglalkozott részletesebben egy 
modell keretben, amelyben sikerült bizonyítaniuk: ahogy csökken az időhorizont, úgy 
hasonlít az árfolyam mozgása egyre jobban a véletlen bolyongásra . Azaz, rövidtávon 
nehéz makroökonómiai változókon alapuló előrejelzést adni a nominális árfolyamra egy 
lebegő árfolyam rendszerben. 

Engel és West (2005) eredményének áttekintése előtt érdemes röviden 
meggondolni a hagyományos nyitott gazdaságokkal foglalkozó makroökonómia 
kurzusok és így a Cagan modellen alapuló monetáris megközelítés néhány 
jellemzőjét26. Legyen most a reálgazdaság és pénzügyi változókat leíró egyenlet a 
következő belföldön és külföldön egyaránt:  

 𝑚𝑡 − 𝑝𝑡 = 𝜑𝑦𝑡 − 𝜂𝑟𝑡+1 (27) 

 𝑚𝑡
∗ − 𝑝𝑡

∗ = 𝜑𝑦𝑡
∗ − 𝜂𝑟𝑡+1

∗ , (28) 

ahol 𝑚𝑡 a pénzmennyiség megváltozása, 𝑝𝑡 az árszintváltozás, 𝑦𝑡 a kibocsátás változás, 

míg 𝑟𝑡 a kamatláb (a megszokott jelöléssel) a „t”-edik időszakban, a hazai 

gazdaságban. E modellkeretben is fel lehet írni az inflációs és fedezetlen 
kamatparitásokat a logaritmizált árfolyamra (𝑠𝑡): 

 𝑝𝑡 = 𝑠𝑡 + 𝑝𝑡
∗ (29) 

 𝑟𝑡+1 − 𝑟𝑡+1
∗ = 𝔼𝑡(𝑠𝑡+1) − 𝑠𝑡. (30) 

A (29)-es egyenlet mutatja az egységes ár törvényét (vásárlóerő paritás) a két 
gazdaság között (továbbra is *-al jelöljük a külföldet), míg (30)-as egyenlet a 
fedezetlen kamatparitás. Innentől tovább alakítható a modell, a (27)-es egyenletbe kell 
beírni a (29)-es és (30)-as egyenleteket: 

                                        
26 Az eredeti Cagan modell egy zárt gazdaságot vizsgál, most egy kis nyitott gazdaságot leíró modellt 

mutatunk be néhány egyenleten keresztül. 
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 𝑚𝑡 − 𝑠𝑡 − 𝑝𝑡
∗ = 𝜑𝑦𝑡 − 𝜂(𝔼𝑡(𝑠𝑡+1) − 𝑠𝑡 + 𝑟𝑡+1

∗ ) (31) 

Iterációval az árfolyam logaritmusára ez a modell megoldható, és a következő alakra 
hozható: 

 𝑠𝑡 =
1

1 + 𝜂
∑(

𝜂

1 + 𝜂
)

𝑠−𝑡
∞

𝑠=𝑡

𝔼𝑡(𝑚𝑠 − 𝜑𝑦𝑠 − 𝑝𝑠
∗ + 𝜂𝑟𝑠+1

∗ ) (32) 

Ha még az is teljesül, hogy a külföldi gazdaság esetén is van egy kapcsolat a reál 
és pénzügyi változók között a (28)-as egyenlet alapján, akkor a (32)-as egyenlet a 
következő alakban írható fel: 

 𝑠𝑡 =
1

1 + 𝜂
∑(

𝜂

1 + 𝜂
)

𝑠−𝑡
∞

𝑠=𝑡

𝔼𝑡(𝑚𝑠 − 𝜑𝑦𝑠 − 𝑚𝑡
∗ + 𝜑𝑦𝑡

∗). (33) 

Ez alapján tehát a jelenbeli árfolyam a jelenbeli fundamentumok közötti 
különbségektől és ezek várt pályájától függ. Így ha a hazai gazdaságban jobbak a 
növekedési kilátások az árfolyam felértékelődik, míg ha a pénzmennyiség növekszik 
nagyobb ütemben, akkor leértékelődés várható. A mechanizmusok ceteris paribus a 
(30), majd később a (29)-es egyenleten keresztül valósulnak meg. Mivel e hatások 
erősen függnek az inflációs paritás működésétől, ezért ez egy hosszútávú modell.  

Alkalmas paraméterezéssel és a faktorok megfelelő differenciálásával, a (33)-as 
egyenlet (vagy általánosabban a (35)-ös), Engel, Wang és Wu (2009) eredményei 
alapján felírható az alábbi hibakorrekciós alakban (ekkor a jövőre vonatkozó 
várakozások eltűnnek a differenciálásból adódóan): 

 𝑠𝑡+ℎ − 𝑠𝑡 = 𝛾 + 𝛼𝐹𝑡 − 𝛽𝐹𝑡
∗ + 𝑒𝑡+ℎ, 𝑒𝑡+ℎ~𝑁(0, 𝜎𝑡

2), (34) 

𝐹𝑡 jelenti a hazai faktorokat, 𝐹𝑡
∗ pedig a külföldi faktorokat27. Bizonyos értelemben az 

2.3 részben a havi és napi adatokon becsült regressziós modellek (4. táblázat és 5. 
táblázat) is ilyen modellnek tekinthetőek. Ezekből azonban kiszelektálódtak bizonyos 
változók, így például a (33)-as egyenletben is megjelenő gazdasági növekedések 
közötti különbség. Egyszerűsége ellenére a szakirodalom széleskörűen használja ezt a 
modellformát (Mark 1995; Cheung, Chinn és Pascual 2005), jóllehet sok esetben egyéb 
mechanizmusokkal, például Taylor szabállyal bővítve (Molodtsova és Papell 2009; 
Engel és mtsai. 2007). A modell felírás egyszerű, és új keynesi modellkeretben 
gondolkodva is hasonló, nagyrészt lineáris egyenlet adódna a nominális- vagy 
reálárfolyamra, különösen akkor, ha az árfolyam valamilyen arbitrázsmentességi 
feltételeken keresztül kapható meg. 

A fenti modell még sokféle módon bővíthető, de ez egy kiindulási pont lehet Engel 
és West (2005) valamivel általánosabb felírása felé (35-ös egyenlet). A felírás nagy 
előnye, hogy megfelelő paraméterekkel és faktorokkal viszonylag jól képes leírni az 
árfolyam mozgását (legalábbis mintán belül) és a becsült együtthatók értelmes, 
közgazdaságilag is indokolható kapcsolatokat képesek feltárni. A továbbiakban kicsit 
általánosabban vizsgálva a problémát tegyük fel, hogy az árfolyam felírható a jelenbeli 

                                        
27 Ha egy hazai és külföldi faktor különbsége a regresszor, akkor az egy paraméter megkötést jelent, 

ebben az esetben a megfelelő 𝛼𝑖 és 𝛽𝑖 egyenlő kell legyen. 
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és jövőbeli makrogazdasági változók, nem megfigyelhető faktorok, és egyéb pénzügyi 
változók (𝑋𝑡+𝑗 mátrix jelöli a változókat a (𝑡 + 𝑗)-edik időszakban mindegyik 

gazdaságra vonatkozóan) valamilyen lineáris függvényeként:  

 𝑠𝑡 = (1 − 𝑏)∑𝑏𝑗𝔼𝑡(𝑎1𝑋𝑡+𝑗)

∞

𝑗=0

+ 𝑏 ∑𝑏𝑗𝔼𝑡(𝑎2𝑋𝑡+𝑗)

∞

𝑗=0

, (35) 

ahol 𝑏 ∈ [0,1] a diszkontfaktor, 𝑎1 és 𝑎2 pedig valamilyen a faktorok számától függő 

együttható vektor28. Tegyük fel, hogy 𝑋-ben legalább egy faktor első rendben integrált 

(I(1)) és a hozzátartozó együttható (𝑎1 vagy 𝑎2 megfelelő elemei közül legalább az 

egyik) nem nulla. Így 𝑋 egyik tagja (legyen ez 𝑋(𝑎)) felírható az alábbi alakban:  

𝑋𝑡+1
(𝑎)

= 𝜌𝑋𝑡
(𝑎)

+ 𝜀𝑡, 𝜀𝑡~𝑁(0, 𝜎), 1 ≤ 𝜌 < 2. 

Ekkor legalább az egyik tag (𝑎1𝑋𝑡 vagy 𝑎2𝑋𝑡) I(1) folyamat. Ezt követően belátható 

(lásd. Engel és West 2005, 513-514. old. appendix), hogy ha 𝑏 nagyon közel van 

egyhez, akkor az integrált faktorokban keletkező 𝜀𝑡 sokkok egyre nagyobb 

együtthatóval szerepelnek az árfolyam logaritmusának megváltozásában, míg a 
jelenbeli és jövőbeli stacioner tagok és I(1)-ben integrált tagok értéke egyre kevésbé 
lesz jelentős. Másként értelmezve ezt az eredményt: pozitív kamatlábnál az időhorizont 
csökkentésével (ekkor 𝑏 tart az 1-hez) az árfolyamot meghatározó faktorok egyre 

kevésbé lesznek jelentősek, ezek helyett az aktuális sokkok hatásai fogják rövidtávon 
meghatározni az árfolyamot. Ez pedig azt jelenti, hogy az időhorizont csökkenésével a 
devizaárfolyam trajektóriája egyre inkább egy véletlen bolyongás folyamatéhoz fog 
hasonlítani. 

A fenti (35)-ös egyenlet alapján Engel, Mark és West (2007) több strukturális 
modellen is bemutatják a gondolat működőképességét. Így például a Dornbusch 
(1976) féle híres árfolyamtúllövés29 („overshooting”) modelljére alkalmazva a fentieket 
megállapítható, hogy a modell szerint rövidtávon várt árfolyam túllövés (és ezzel együtt 
előrejelezhetőség) eltűnik, ha 𝑏 közeledik 1-hez. 

A fentebb leírtak azonban csak rövidtávon igazak, kb. 12 negyedév után előtérbe 
kerülnek a makrogazdasági változók. Mark (1995) az árfolyam különböző hosszúságú 
log-hozamaira (1, 4, 8, 12 és 16 negyedéves leértékelődések) adott előrejelzést a csak 
t időszakban rendelkezésre álló adatok alapján (azaz a 34-es egyenlet egy változatát 
használta, előretekintő változók nélkül). Azt tapasztalta, hogy a két felhasznált változó 
(a pénzmennyiség különbsége és a gazdasági növekedés különbsége a két ország 
között) magyarázó ereje egyre növekszik, ahogyan az előrejelzés időhorizontja 
növekszik. Ennek megfelelően a modell előrejelző ereje 8 negyedévnél még csekély, 
azonban 12 és 16 negyedéves előrejelzés esetén már túlszárnyalja a véletlen 

                                        
28 Természetesen (33)-as könnyen megfeleltethető (35)-esnek méghozzá 𝑏 =

1

1+𝜂
, 𝑎1 = 0 

választással, 𝑎2 = [1 𝜑] meghatározásával, valamint két faktor bevezetésével a pénzmennyiség és 

kibocsátás növekedés különbségére. 
29 Dornbusch (1976) modellje először adott egy lehetséges magyarázatot az árfolyamok nagy 

volatilitására. A modell egy IS-LM keretben a pénzügyi rendszer tökéletes rugalmasságával, míg a 

reálgazdaság oldalán ár ragadóssággal számol. A reálgazdaság ragadós árai és lassú alkalamazkodása 
miatt, a rendszerben megjlenő sokkok azt eredményezhetik, hogy a rendszer egy olyan állapotba kerül 

rövid távon, ami távol van a hosszú távú egyensúlytól, mitöbb egy adott (pl. pénzügyi oldalról érkező, 
például kamatláb emelkedése) sokk után az árfolyam egy oszcillációs lecsengésben alkalmazkodik. 
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bolyongás előrejelző késségét több teszt alapján is a mintán kívüli esetben. (Ezzel 
párhuzamosan a regressziók illeszkedése is javul: az 1 negyedéves log-hozamok 
esetén még 0 körül alakulnak az R2-ek, ám ugyanezek már 60 százalék felett vannak 

4 éves leértékelődések esetén). Módszertani szempontból a Mark (1995) féle 
eredmény erősen kritizálható. Kilian (1999) azzal érvel, hogy Mark (1995) 
tanulmányában az előrejelzések pontosságának vizsgálatára alkotott bootstrap 
módszertan nem volt alkalmas a célra, valószínű, hogy torzított eredményeket adott 
rövid időhorizonton. Kilian (1999) reprodukálja Mark (1995) elemzését a módosított 
bootstrap eljárással, egy valamivel hosszabb időhorizonton, azonban Mark (1995) 
eredményeit már nem sikerül megkapnia. Valamivel kiterjedtebb elemzését adja a 
megközelítésnek Cheung, Chinn és Pascaul (2005), akik már nem egy tisztán 
módszertani, mint inkább közgazdasági kritikát fogalmaznak meg az empirikus 
árfolyam modellekről. 

Cheung, Chinn és Pascaul (2005) tanulmányában több empirikus árfolyam modellt 
is vizsgál, a motivációjukat Meese és Rogoff (1983) munkája adta, akik a 70-es évek 
modelljeit hasonlították össze, a szerzőhármas ugyanezt teszi, csak a 90-es évek 
modelljeivel. Alapvetően két felírást vesznek fontolóra: a (34)-es egyenlet becsülhető 
a felírt alakot változatlanul hagyva abban az esetben, ha kointegráltak a változók, ha 
nem, akkor differenciázni kell őket (ha I(1) a változó akkor a differenciája már stacioner 
lesz). Így differenciázott változókra és differenciázatlan változókra is (kointegráltság) 
próbálnak modellt illeszteni. A két specifikációt bővítik inflációval, pénzmennyiséggel, 
kibocsátással és nominális kamatokkal (egy devizaárfolyam esetén ezek két gazdaság 
közötti különbségét vizsgálják). Egy kombinált modellbe még ezeken kívül beépítik a 
Balassa-Samuelson hatást (nem kereskedett termékek árszintjének különbsége), az 
államadósságbeli különbségeket (GDP arányosan) és az NIIP (Net International 
Investment Position) különbségeket. Ez utóbbi változókról elmondható: 

- Balassa-Samuelson hatás: ha feltesszük, hogy a gazdaság felosztható két 
szektorra (kereskedett és nem kereskedett termékek), akkor egy felzárkózó 
gazdaságban inflációs nyomás alakulhat ki. Ennek magyarázata egyszerű: A 
kereskedett termékek (pl.: gépjárművek, gépek, elektronikai cikkek stb.) 
esetében a világpiaci árak érvényesülnek, ebben a szektorban nagyobb a 
termelékenység. Amennyiben a munkabérek is magasabbak e szektorban30, 
akkor ezek megemelik a nem kereskedett termékek (pl.: szolgáltatások, kis 
értékű fogyasztási cikkek) árát is a magasabb jövedelmek miatt élénkülő 
kereslet révén. Ez egyfajta inflációs nyomást jelent, ami ha tartósan fennáll, 
akkor hosszútávon a hazai fizetőeszköz leértékelődéséhez vezet egy másik, 
alacsonyabb inflációjú ország devizájához képest. 

- Magas államadósság esetén (főleg ha annak jelentős része devizában van) 
előfordulhat, hogy a külföldnek kell megfinanszíroznia az adósságot. 
Devizaadósság léte esetén ez azt jelenti, hogy ha sikerül is adóbevételekből 
finanszírozni az adósságot, akkor is átváltani kényszerül a kormányzat ezt a 
bevételt a nem hazai denomináltságú adósság törlesztésére 
(árfolyamgyengülés). Ha deviza adósságot vesz fel a kormányzat, akkor is át 
kell ezt váltani, mivel az elszámolás és felhasználás hazai pénzben történik 

                                        
30 Ez igen valószínű, ugyanis magasabb termelékenységi paraméter esetén nagyobb a munka 

határköltsége, azaz a munkabér, legalábbis a hagyományos közgazdasági elméletek szerint. 
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(árfolyam erősödés). Összegezve, valamilyen irányú hatást egy nagy GDP 
arányos államadósság képes előidézni az árfolyamra vonatkozóan, a fizetési 
mérleg megfelelő tételeinek megterhelésén keresztül. 

- Az NIIP a folyó fizetési mérleg pénzügyi mérleg tételeinek eddig felhalmozott 
értékét mutatja. Magas értéke esetén az adott ország nettó tőkekihelyező nagy 
negatív értéke esetén tőkefelvevő. Az interpretáció itt is ugyanaz, mint az 
államadósság esetén, tekintve, hogy nagy negatív értéke esetén az NIIP 
jelentős része az állam, a fennmaradó része pedig a magánszektor nettó 
adósságpozíciója. Nagy pozitív NIIP érték esete olyan országokban áll fent, 
amelyek jellemzően fejlettek, a helyi hozam és inflációs szint alacsony, így 
esetükben az árfolyamuk erősödésére lehet számítani. 

A fentiek alapján differenciázásától függően 2 modell specifikációra és 5 modell 
felírásra (eltérő magyarázóváltozók) ad becslést Cheung, Chinn és Pascaul (2005) 4 
devizaárfolyamon. Eredményeik azonban kiábrándítóak, nincs egy általánosan, minden 
esetre működő modell. Amikor a modell kiválóan jelez előre valamilyen adatsoron, 
akkor eltérő adatokon (másik két gazdaság esetében) és időhorizonton vagy másik 
részmintán az előrejelzés hatékonysága teljesen elvész. Hasonló mondható el a 
változókról is, ugyanis a koefficiensek nagysága és előjele nem tekinthető állandónak 
sem időszakonként, sem eltérő adat sorok között. 

5.2 Taylor szabály és devizaárfolyamok 

Engel és West 2005-ös majd később 2006-os munkája nyomán az alap modell (35) 
talán legelterjedtebb bővítése a Taylor szabály bevezetése, amely rövid időn belül az 
empirikus árfolyam-modellekkel foglalkozó tanulmányok vizsgálatának fő 
irányvonalává vált. A Taylor szabály modellbe történő beépítésével továbbnövelhető a 
becslés pontossága, ebben az esetben már nem teljesen endogén tényező a 
pénzkínálat, és van kapcsolat a kamatlábak és az infláció, valamint kibocsátási rés 
között is (Engel és West 2006; Molodtsova és Papell 2009; Q. Chen 2011). Lényeges 
az árfolyam és a Taylor szabály viszonya egy új keynesi modellkeret esetén is (lásd.: 
3.2.1.). Itt az elv egyszerű, bevezetnek egy kamatpolitikát (beépítenek egy a jegybank 
viselkedését leíró egyenletet, Taylor szabály), és ahol csak lehet a nominális 
kamatlábat kihelyettesítik az elemzésből a kamatszabály segítségével. Az első ilyen 
tanulmány Engel és West (2006) munkája volt, ez azonban még nem hozott érdemi 
áttörést. A szerzők a reálárfolyam mozgását próbálták meg vizsgálni a DMK/USD 
árfolyam viszonylatában, azonban modelljük képtelen volt visszaadni a reálárfolyam 
volatilitását és megfelelő korrelációt mutatni a megfigyelt értékekkel, a fejlett 
országokat vizsgáló mintán (Kanada, Japán, Németország devizái az USD-vel szemben) 
relatíve rossz volt az előrejelző ereje. Jóllehet itt szerepe volt a Taylor szabály hibás 
definiálásának is, ugyanis a Taylor szabályukban csak a várt infláció szerepelt (mindkét 
gazdaság esetén) annak a permanens értékétől való eltérés nem, ami egy súlyos 
hiányosság. A továbbiakban Mark (2009) modelljén keresztül mutatjuk be, hogy 
mennyiben segít egy Taylor szabály beépítése a strukturális árfolyam modellek esetén 
a becslés javításában, illetve valamelyest egyszerűsítve bemutatjuk, miként is adható 
meg egy ilyen modell. Legyen a nominális kamatláb továbbra is 𝑟𝑡 és írjuk fel a Taylor 

szabályt a következő alakban a két gazdaságra, de most ne az inflációs cél legyen a 
független változó, hanem az ezt megvalósító kamatláb cél (𝑟𝑡

∗𝑇, 𝑟𝑡
𝑇):  
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 𝑟𝑡
∗𝑇 = 𝑟̅𝑡

∗ + 𝜃2(𝔼𝑡(𝜋𝑡+1
∗ − 𝜋̅𝑡

∗)) + 𝜇2𝑔𝑎𝑝𝑡
∗ (36) 

 𝑟𝑡
𝑇 = 𝑟̅𝑡 + 𝜃1(𝔼𝑡(𝜋𝑡+1 − 𝜋̅𝑡)) + 𝜇1𝑔𝑎𝑝𝑡 + 𝛿𝑞𝑡, (37) 

ahol legyen 𝜋 az infláció, 𝜋̅ az inflációs cél, a 𝑔𝑎𝑝𝑡 pedig a kibocsátási rést jelöli, 𝑞𝑡 a 

reálárfolyam. Ezek szerint a hazai monetáris politika reakciófüggvényét meghatározza 
a permanens kamatszint (𝑟̅𝑡), a várt infláció permanens értéktől (vagy inflációs céltól) 

vett eltérése és a kibocsátási rés nagysága. Pozitív kibocsátási rés esetén a várt hatás 
a kamatlábra negatív, míg nagy várt infláció esetén a várt hatás pozitív a kamatláb 
nagyságára. Mark (2009) modelljében van egy aszimmetrikus hatás, a hazai 
gazdaságra hat a reálárfolyam, míg a külföldire nem. Interpretáció: a hazai gazdaság 
kis nyitott gazdaság (pl.: Magyarország), ami esetén a reálárfolyam mozgása hatással 
van az inflációs folyamatokra, míg a külföld egy nagy, viszonylag zárt gazdaság (pl. 
USA), amelynek belső folyamatai hatással vannak a világgazdaság egészére, de 
legalábbis a másik gazdaságra biztosan. Ebben a helyzetben a monetáris politikának 
nyilvánvalóan figyelembe kell vennie a reálárfolyam mozgását.  

Mark (2009) az előbbiek mellé beépít még egy simítási mechanizmust, ami a 
központi bankoknak a kamatláb volatilitásának csökkentésére irányuló céljait hivatott 
reprezentálni: 

 𝑟𝑡
∗ = (1 − 𝜌2)𝑟𝑡−1

∗ + 𝜌2𝑟𝑡
∗𝑇 + 𝜂𝑡

∗ (38) 

 𝑟𝑡 = (1 − 𝜌1)𝑟𝑡−1 + 𝜌1𝑟𝑡
𝑇 + 𝜂𝑡. (39) 

A (38) és (39)-es egyenlet miatt csak részben tudja megvalósítani a céljait a 
monetáris politika, ugyanis a jelenbeli azonnali kamatláb (𝑟𝑡) csak részben 

alkalmazkodik a központi bank által meghatározott kamatcélhoz, függ az előző időszaki 
értékétől és egy exogén sokktól (𝜂𝑡). A két egyenletbe (38 és 39) be lehet helyettesíteni 

(36)-ost és (37)-est. A továbbiakban csak a hazai gazdaságra folytatjuk a levezetést, 
a másik gazdaságra hasonlóan megtehető lenne:  

𝑟𝑡 = (1 − 𝜌1)𝑟𝑡−1 + 𝜌1(𝑟̅𝑡 + 𝜃1(𝔼𝑡(𝜋𝑡+1 − 𝜋̅𝑡)) + 𝜇1𝑔𝑎𝑝𝑡 + 𝛿𝑞𝑡) + 𝜂𝑡. (40) 

A (37)-es egyenletből kivonható 𝜌1𝜃1𝜋𝑡+1, ekkor legyen 𝜂′
𝑡
= 𝜂𝑡 + 𝜌1𝜃1(𝔼𝑡(𝜋𝑡+1) −

𝜋𝑡+1). A racionális várakozások hipotézise szerint 𝔼𝑡(𝜋𝑡+1) − 𝜋𝑡+1 hibatag korrelálatlan 
a t-beli információval, így 𝜂′

𝑡
 felfogható egy becslés rezidumaként. Bevezetve a 𝜗1 =

𝜌1(𝑟̅𝑡 − 𝜃1𝜋̅𝑡) jelölést a kamatláb a következő dinamikával fejlődik:  

 𝑟𝑡 = 𝜗1 + 𝜌1(𝑟̅𝑡 + 𝜃1(𝜋𝑡+1) + 𝜇1𝑔𝑎𝑝𝑡 + 𝛿𝑞𝑡) + (1 − 𝜌1)𝑟𝑡−1 + +𝜂′
𝑡
. (41) 

Ez a kamatláb-dinamika beilleszthető egy fedezetlen kamatparitással működő 
modellbe, vagy felhasználható egy inflációs paritáson alapuló devizaárfolyam 
becslésnél is. A módosítások után a makrogazdasági környezet a monetáris politikai 
szabályon keresztül már hat a kamatlábra, az pedig a kamatparitásokon keresztül 
meghatározza az árfolyammozgást.  

Egy feltörekvő piacokra történő alkalmazását adja a Taylor szabályt is tartalmazó 
empirikus megközelítésnek Galimberti és Moura (2013) elemzése. A munkájukban 
Molodstova és Papell (2009), valamint Engel, Mark és West (2007) tanulmányában 
található modelleket alkalmazzák, de panel ökonometriai módszerekkel. Ez egy jobb 
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megközelítés az egyországos esetnél, ugyanis relatíve sok adathiány van a vizsgált 
időhorizonton (1995-2008-ig), valamint több országra történő együttes becslésnél az 
eredmények robusztusabbak lehetnek. Eredményeik szerint az Engel, Mark és West 
(2007) modell minden esetben jobban teljesít, a szimulációk szerint az esetek 60-70 
százalékában képes a véletlen bolyongás folyamatnál precízebb előrejelzést adni, míg 
Molodstova és Papell (2009) modelljénél ez az arány alig 30 százalék körül mozog az 
egyes modell specifikációkban. 

5.3 Az árfolyam előrejelzések vizsgálata 

Az elmúlt 10-15 év empirikus árfolyam-modelljeinek vizsgálata után érdemes 
meggondolni, hogy milyen módszerekkel lehet a modellekből származó előrejelzést 
vizsgálni, és ily módon a modell jóságát ellenőrizni. A tanulmányok legtöbbje a 
megbecsült lineáris modell becslését valamilyen nested (beágyazott) modell 
becslésével kívánja összehasonlítani. A korai tanulmányok, így a sokat idézett Meese 
és Rogoff (1983) féle munka is, még egyszerűen az átlagos négyzetes hibák 
összegének négyzetgyökét (Root Mean Squared Prediction Error, RMSPE) használják a 
becsléseik összehasonlítására. Ez annyiban jó megközelítés, hogy a négyzetes eltérés 
minimalizálja a minta átlagtól vett eltérését. Másképpen: a négyzetes eltérés a várható 
értékre mint funkcionálra szigorúan konzisztens értékelő függvény, így ha olyan 
pontbecslést adunk, amely esetén az előrejelezni kívánt változó a várható érték adott 
időpontban, akkor a négyzetes eltéréssel elvi hiba nélkül megtehető az utótesztelés. A 
probléma ott kezdődik, hogy nem lehet csupán az átlagos négyzetes eltérés alapján 
eldönteni, hogy egy modell lényegesen rosszabb előrejelzést ad-e, mint a másik, vagy 
másik példával élve: ha van is csekély eltérés a két modell között, a két modell becslése 
ekvivalensnek tekinthető-e. Emiatt egy ilyen problémára tesztet érdemes alkotni. 

A leggyakoribb nullhipotézis és benchmark, hogy az előrejelzett időhorizonton a 
véletlen bolyongás folyamat jobb előrejelzést ad, mint a modell. Formálisan felírva a 
már bemutatott (34)-es egyenlettel: 

𝐻0: 𝑦𝑡+ℎ = 𝑠𝑡+ℎ − 𝑠𝑡 = 𝑒𝑡+ℎ, ~𝑁(0, 𝜎𝑡
2) 

𝐻1: 𝑦𝑡+ℎ = 𝑠𝑡+ℎ − 𝑠𝑡 = 𝛾 + 𝛼𝐹𝑡 − 𝛽𝐹𝑡
∗ + 𝑒𝑡+ℎ, ~𝑁(0, 𝜎𝑡

2) 

𝐻0 felírható 𝐻1 valamilyen módon csökkentett számú regresszorával is, ez a lényegen 

nem változtat. E hipotézis tesztelésére több teszt is rendelkezésre áll, ezek között a 
legnépszerűbb Clark és West (2006) tesztje (továbbiakban CW), de elterjedt még a 
Diebold, Mariano (1995) vagy a West (2001) féle teszt is. Ez utóbbiaknak is megvannak 
az előnyeik, így például a Diebold, Mariano (1995) teszt többféle értékelő függvénnyel 
is használható, azaz nem csak a becslési hiba négyzetének eltérését lehet vele 
vizsgálni, hátránya viszont, hogy meg kell becsülni a becslési hibáknak mint idősorok 
egymástól vett értékének a spektrumát a 0 helyen, ami komoly számolási igényt jelent. 
West (2001) tesztje már figyelembe veszi azt a tényt, hogy a fenti felírás egy 
regresszióból származó előrejelzést indukál, ennek megfelelően az előrejelzési hibát 
felbontja két részre: (1) a tényleges előrejelzési hibára, és (2) a regresszió hibatagjára, 
ami mindenképpen megjelenne, akkor is, ha a realizált értékek ismeretében hajtanánk 
végre egy becslést az előrejelzési horizonton.  
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Részletesebben jelen munkában csak a CW tesztet mutatjuk be, ez valamivel jobb 
összehasonlítási lehetőséget nyújt az egymással versengő becslések esetére, mint az 
említett alternatívák és számolása is jóval egyszerűbb. Clark és West (2006) azt 
találták, hogy a teszt, noha a szimulációkon a tesztek terjedelme különböző kísérletek 
esetén31 a vártnál kisebb volt , erejét tekintve azonban túlszárnyalta a korábbi 
teszteket a szerzők által vizsgált alternatív hipotézisek esetén, így a West (2001) 
valamint Diebold és Mariano (1995) tesztjét is. A továbbiakban tegyük fel, hogy 𝑇 − 𝑃 

időhorizonton becsültük meg a modellt, és egy 𝑃 időhorizontra előre szeretnénk 

becslést adni egy folyamatra (𝑦𝑡), majd adott 𝑃 időhorizonton hasonlítjuk össze a 

becsléseket. A bevezetett jelölésekkel számoljuk ki az előrejelzések szórását: 

𝜎̂𝐻0
2 = 𝑃−1 ∑ (𝑦𝑡+1

2 )

𝑇

𝑇−𝑃+1

 

𝜎̂𝐻1
2 = 𝑃−1 ∑ (𝑦𝑡+1 − 𝛾 − 𝛼𝐹𝑡+1 + 𝛽𝐹𝑡+1

∗ )2

𝑇

𝑡=𝑇−𝑃+1

. 

Az egyszerűség kedvéért legyen: 𝑋𝑡+1
′ = [1,  𝐹𝑡+1, 𝐹𝑡+1

∗ ] és 𝜑 = [𝛾, 𝛼, −𝛽]. Az 

előrejelzések szórásának különbségét véve és kis átalakítások végrehajtása után 
adódik a tesztben megbújó intuíció32: 

 𝜎̂𝐻0
2 − 𝜎̂𝐻1

2 = 2𝑃−1 ∑ 𝑦𝑡+1𝜑̂𝑋𝑡+1

𝑇

𝑡=𝑇−𝑃+1

− 𝑃−1 ∑ (𝜑̂𝑋𝑡+1)
2

𝑇

𝑡=𝑇−𝑃+1

 (42) 

𝐻0 alatt 𝑦𝑡 = 𝑒𝑡 teljesül, ekkor 𝔼(𝑦𝑡+1𝜑𝑋𝑡+1) = 0, azaz a (42)-es egyenlet jobb 

oldalának első tagja 0, vagy legalábbis 0-hoz nagyon közeli érték. Így, ha a véletlen 
bolyongás a helyes modell az árfolyam logaritmusának leírására, akkor az új 
magyarázó változók bevezetése csak egy újabb zajt tesz hozzá az előrejelzéshez (a 
(42)-es egyenlet jobb oldalának második tagja) és azt kell, hogy tapasztaljuk, hogy 
𝜎̂𝐻0

2 < 𝜎̂𝐻1
2 . Az intuícióval összhangban a CW tesztstatisztika a következő: 

√𝑃𝑓~̅𝑁(0, 𝑉), 

ahol 𝑉 = 4𝑃−1 ∑ (𝑦𝑡+1𝜑̂𝑋𝑡+1)
2𝑇

𝑡=𝑇−𝑃+1 , 𝑓𝑡+1 = 𝑦𝑡+1
2 − [(𝑦𝑡+1 − 𝜑̂𝑋𝑡+1)

2 − (𝜑̂𝑋𝑡+1)
2] míg 

𝑓𝑡̅ = 𝑃−1 ∑ 𝑓𝑡
𝑇
𝑡=𝑇−𝑃+1 . A 42-es egyenletből adódóan ez egy jobb oldali próba, a 

tesztstatisztika nagy értéke jelzi a null hipotézis elutasítását, tehát azt, hogy a modell 
képes előrejelezni. 

Wang és Wu (2012) intervallum előrejelzéseket vizsgált több modell felírásra is. 
Ezek közül egy a Taylor szabállyal bővített modell, de ezen kívül becsültek még 7 másik 
modellt is különböző összeállításban az eddigiekben felsorolt relevánsnak vélt faktorral. 
Elemzésükben nem az árfolyam megfelelő előrejelzése volt a lényeges, hanem az 
árfolyammozgás intervallumának előrejelzése valamilyen időhorizonton. Így 

                                        
31 A teszt terjedelme akkor releváns, ha a vizsgálat tárgyát véges minták képezik, ebben az esetben 

akkor kicsi a teszt terjedeleme, ha az előre meghatározott szignifikancia szint esetén (például 5%) a 

teszt a vizsgált szignifikancia szintnél kevesebbszer utasít el (azaz a terjdelemmel lényegében az 
vizsgálja, hogy az adott problémán a nagy számok törvénye „milyen gyorsan kezd el működni” az 

elemszám növelésével). A teszt annál erősebb, minél kisebb a másodfajú hibája, azaz minél 
kevesebbszer utasítja el a jó 𝐻1 hipotézist, amikor az igaz. 

32 Észrevétel: 𝜑̂𝑋𝑡+1 a folyamat t-időszaki értékére adott becslés 𝐻1 alatt.  
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Christoffersen (1998) módszertanát használták, ez a becslések két tulajdonságának: a 
fedezettség és a függetlenség tesztelését jelenti33. Ez a két fogalom azt takarja, hogy 
egy adott valószínűség (pl. 1 − 𝛼) mellett előrejelzett intervallumnak teljesítenie kell 

egy adott időhorizonton a következő két feltételt: 

1. Annak a valószínűsége (minden előrejelzés esetén), hogy a realizáció az 
intervallumon kívülre esik, maximum csak 𝛼 százalék lehet. 

2. A becslési hibák nem klasztereződhetnek, azaz minden időszakra az előző 
időszaki kimenettől függetlenül következhetnek csak be a következő időszaki 
becslési hibák. 

A tanulmány további bizonyítékot mutat az empirikus árfolyam-modellezés 
helyességéhez. Érvelésük szerint, ha az árfolyamot leíró igazi modell a véletlen 
bolyongás (magyarázó változók nélküli modell), akkor ennek adott előrejelzési 
horizonton valamilyen valószínűség mellett (a szerzők 95 százalékot használtak) nem 
lehet nagyobb a terjedelme a magyarázó változókat is tartalmazó modellekénél. Ha ez 
nem így van, az azt jelenti, hogy mégis van kapcsolat a változók és az árfolyam között. 
A szerzők eredményei szerint a Taylor szabállyal bővített modell esetén a terjedelem 
(95 százalékos VaR) durván 10-15 százalékkal kisebb a véletlen bolyongásból számolt 
VaR-énál, ami egy új aspektusból szolgáltat bizonyítékot a megközelítés helyességére. 

5.4 Strukturális árfolyammodellek a Forint/Euró árfolyamon 

A következőkben idősorosan megvizsgáljuk a Forint/Euró árfolyamon az empirikus 
árfolyam modellek illeszkedését. Az elemzés során 2004 szeptembere és 2015 júniusa 
között vizsgáljuk az árfolyamot havi adatokon, ablakolással (azaz minden időszakra az 
utolsó 𝑥 hónapra történő becslés alapján készítünk előrejelzést), megpróbáljuk a 

leggyakoribb modelleket alkalmazni, a becslések validálásához a CW tesztet használjuk 
fel, amit az 5.3-as részben már bevezettünk. Az előrejelzési stratégiánk a következő:  

1. Meghatározunk egy időszakot, amitől kezdve előrejelzéseket adunk 2 évre 
előre havi rendszerességgel. Meghatározzuk továbbá azt az időszakot, 
amelynek múltbeli adatai alapján a becslésünket elkészítjük. 

2. Minden időszakban és előrejelzési horizonton lefuttatunk egy regressziót a 
(34)-es egyenlet alapján. Adott 𝑡 időszakban történő előrejelzéshez csak a 𝑡 
időszakig felgyűlt információt használjuk. A regresszorok utolsó ismert 
értékéből készítjük el az előrejelzést az időhorizonton várt leértékelődésre 
vonatkozóan, ezt az utolsó ismert árfolyam értékhez hozzáadva kapható meg 
az árfolyam becslése. 

3. Minden az árfolyamváltozásra adott előrejelzést, minden időszakra a CW 
teszttel validálunk. Kivéve az utolsó 23 becslést, ezekhez ugyanis már nincs 
realizált érték az adatbázisban minden egyes előrejelzett pontra. 

A módszer nagyszámú becslés és előrejelzés készítését igényli, szám szerint 60 
előrejelzési napnál 1440 előrejelzési pont elkészítését, ami minden esetben egy külön 
regresszió futtatását jelenti a Newey-West esztimátorral. Ezen a ponton látszik, hogy 
ez egy igen számításigényes algoritmus, gyakorlatilag a változók szignifikancia szintje 

                                        
33 E két feltételnek komoly szerepe van a VaR modellek utótesztelése során, és részben az ES 

utótesztelések esetén is (Acerbi és Székely 2014). 
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nem is számít, az értékelési mechanizmus miatt csak az előrejelzés jósága a lényeges. 
A következőkben a CW teszt értékeit közöljük havi frekvencián, valamint szemléltetjük 
az eredményeket egy favorizált modellnél. A következő modelleket vettük fontolóra az 
elemzés során: 

1. Regresszorok: Inflációs eltérések a két ország között, valamint GDP 
növekedésbeli különbségek. A modell regresszorait nem differenciáztuk. 

2. Regresszorok: Inflációs eltérések a két ország között, valamint GDP 
növekedésbeli különbségek. A modell regresszorait differenciáztuk. 

3. Regresszorok: Inflációs eltérések a két ország között, valamint kibocsátási rés 
különbségek34. A modell regresszorait nem differenciáztuk.  

4. Regresszorok: Inflációs eltérések a két ország között, valamint kibocsátási rés 
különbségek. A modell regresszorait differenciáztuk.  

5. Regresszorok: Inflációs eltérések a két ország között, GDP növekedés eltérése, 
a hozamgörbék meredekségeinek eltérései (a 3 hónapos és 10 éves hozamszint 
különbségét értelmeztük itt meredekségnek), valamint hozamszintek eltérése 
(itt a 10 éves hozamok különbsége). A modell regresszorait nem 
differenciáztuk.35 

6. Regresszorok: Inflációs eltérések a két ország között, GDP növekedés eltérése, 
a hozamgörbék meredekségeinek eltérései (a 3 hónapos és 10 éves hozamszint 
különbségét értelmeztük itt meredekségnek), valamint hozamszintek eltérése 
(itt a 10 éves hozamok különbsége). A modell regresszorait differenciáztuk.  

Az említett változókon kívül megvizsgáltuk még, hogy javul-e a modell előrejelző 
ereje, ha beépítünk egyéb változókat, például lead indikátorokat (GKI bizalmi indikátor, 
OECD indikátorai), tőzsdei adatokat (DAX, DJIA indexek, VIX index), CDS felárakat (5 
éves magyar és német CDS), vagy M1 pénztömeget, azonban ezek sem javítottak sokat 
a modell előrejelző erején.36 Hibakorrekciós alakba történő átírás (az árfolyam 
logaritmusának beemelése a regresszorok közé negatív előjellel) lehetett volna még 
egy hasznos modellspecifikáció, azonban azt tapasztaltuk, hogy ez a bemutatott 
modellekhez képest is csak rosszabb eredményt ad. Az említettek szerint 6 modellt 
készítettünk el, azonban ezek páronként gyakorlatilag ugyanazok csak az a különbség 
köztük, hogy differenciáztuk-e a regresszorokat. Az ökonometria megfontolás, hogy 
differenciázatlanul lehet hagyni a magyarázóváltozókat, ha azok kointegráltak (első 
rendben), ha nem azok, akkor differenciázni kell őket. Az elemzés során úgy 
döntöttünk, hogy mivel időszakonként és előrejelzési horizontonként kéne ellenőrizni 
a változók integráltságát (ez rengeteg számolást jelentett volna), ezért inkább mindkét 
modellspecifikációt külön vizsgáljuk. A közgazdasági érvek a differenciázatlan modell 
mellett szólnak, hiszen a fenti egyenleteinkben rendre a változók szintje szerepelt, míg 
az ökonometriai érvek (nem biztos, hogy minden változót stacioner, vagy azok 

                                        
34 A kibocsátási rést a HP szűrővel becsültük, a szűrő paraméterének a 129 600-as értéket 

választottuk Ravn és Uhlig (2002) ajánlása alapján. Minden becslési napon az addig felgyűlt információk 
alapján végeztük el a szűrő futtatását, így a ciklus már nem tartalmazhatott információt az elkövetkező 

időszakok értékéről. 
35 A multikollinearitás elkerülésének érdekében ezekből a változókból faktorokat készítettünk, minden 

előrejelzési napon az azt megelőző időszaki adatokból. 
36 Az 5 éves CDS belefoglalása a modellbe nem hozott érdemi javulást, erre több ok is lehet: a 

vizsgált időhorizont 2004 szeptemberétől kezdődött, és 2008 eleje előtt nehezen megbízhatóak a CDS 

jegyzések, valamint előfordulhat, hogy a modellben már bent levő változók tartalmazták a CDS 
idősorban levő információ nagy részét. 
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kointegráltak minden rész időszakra) a differenciázás mellett szólnak. Ennek igazi 
jelentősége azonbankicsi, ugyanis a modellt előrejelzésre akarjuk használni, nem az 
árfolyammozgás magyarázatára, így a szignifikancia szintek és oksági kapcsolatok 
kevéssé számítanak.  

 
13. ábra: A CW teszt értékei a felsorolt 6 modellre, Forrás: saját számítások. Megjegyzés: az 5.3 rész alapján a 

CW tesztstatisztika 2 érték fölött jelzi az előrejelző képesség meglétét. 

Az eredmények azt mutatják, hogy a kibocsátási rés különbsége a két gazdaság 
között sem differenciázva, sem változatlanul hagyva nem segít az előrejelzések 
javításában. Érdekes eredményt ad viszont az 1-es modell: az előrejelzések pontossága 
alapján ez teljesít a legjobban a differenciázatlan értékek közül (a teszt null hipotézise 
2 fölött vethető el 99 százalékos bizonyossággal, azaz ekkor állítható az, hogy a modell 
képes bizonyos szintű előrejelzésre). Azonban egyik modell sem teljesít jól minden 
periódusban, ahogy azt a 13. ábra is mutatja; jellemző, hogy vannak időszakok, 
időpontok, amikor a modell összeomlik.  

 
14. ábra: Az előrejelzett Forint/Euró árfolyam értékek, Forrás: saját számítások. Megjegyzés: A szaggatott érték 

az adott időszakból induló out-of-sample előrejelzés trajektóriáit jelenítik meg. 
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Egy alternatív modell által generált előrejelzéseket mutat a 14. ábra (innentől erre, 
mint „alternatív” modellre hivatkozunk) ahol, az árfolyam megváltozásait, az infláció, 
GDP növekedés, hozamgörbe szintek, valamint a hozamgörbe meredekségével 
magyaráztuk37. Ez összesen 4 változót jelentett, mindegyik változó esetén annak a két 
gazdaság közötti eltérését és azok elsőrendű differenciáját vettük az előrejelzések 
elkészítéséhez. A becsléshez felhasznált időintervallumot 70 hónapnak választottuk, és 
ablakolással megtartottuk ezt az értéket, így minden előrejelzés az utolsó napot 
megelőző 70 hónap adatai alapján készült. A modell egy viszonylag pesszimista 
becslést ad, 2015 év végére 318-319 Forint körüli Euróval számol, míg 2017 nyarára 
már 340 Forintos Eurót jósol, és a legtöbb trajektória alapvetően a forint gyengülését 
jelzi előre (14. ábra).  

 
15. ábra: A CW teszt értékei az „alternatív” modell esetén, Forrás: saját számítások. Megjegyzés: az 5.3 rész 

alapján a CW tesztstatisztika 2 érték fölött jelzi az előrejelző képesség meglétét. 

A 15. ábra szemlélteti az említett változókból kapott előrejelzésekhez tartozó CW 
statisztikák, a legkisebb érték 2, ami azt mutatja, hogy egy modellnek van előrejelző 
ereje, vagy legalábbis a leértékelődés mértékét, azaz a driftet meg tudja állapítani 
relatíve kicsi bizonytalansággal. Azt azonban csak találgatni lehet rendes bootstrap 
szimuláció hiányában, hogy a CW tesztnek mekkora az ereje ezen az adatbázison, 
ezeken a modelleken. A 16. ábra nyújt ebbe betekintést, ahol a trajektóriákkal 
összehasonlítva látható, hogy az árfolyampályától markánsan eltérő előrejelzéseket 
kijelzi a teszt. Így például 2012 elején és végén viszonylag rossz előrejelzéseket ad az 
„alternatív” modell, amit ahogy már említettük, számtalan tényező okozhat. Annyi 
azonban bíztató (14. ábra), hogy a valós trajektória körül sűrűsödnek az előrejelzések, 
az átlagos eltérés a valós és előrejelzett leértékelődések tekintetében pedig 2,5-3 
százalék, ami nagyjából az árfolyam log-hozamának a havi szinten mért szórása. 
Lényeges még, hogy a teszt pontosan mit mivel hasonlít össze. Az elemzésben a várt 
leértékelődéseket vizsgálja a teszt, pontosabban azt az eshetőséget veti el, hogy a 
jósolt leértékelődések rosszabbul jeleznek előre, mint a véletlen bolyongás folyamat. 
A várt leértékelődéseket vizsgálja, ám a kezdeti szint nem jelenik ebben meg 
közvetlenül, tehát nem azt elemzi, hogy a becsült és realizált árfolyam közel van-e. 

                                        
37 A modell tartalmazta Darvas és Schepp (2007) modelljét (ezt külön is megbecsültük), amiben a 

szerzők csak a hosszú lejáratú kamatok előrejelző erejét vizsgálták. Az általunk kapott eredmények azt 

mutatják, hogy hosszú távon (1,5-2 év) a hozamok szintje valóban jó prediktor, rövidebb távon a 
kibocsátás-különbség és inflációs szintek eltérései javítják fel a becslést. 
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Így, ha messze van egy előrejelzett trajektória a realizálthoz képest, de az 
árfolyamváltozás iránya jó, akkor is elfogadja a teszt, hogy a modell előrejelezni képes. 

Vannak olyan időszakok, amikor jelentősen félrebecsül a modell, ez nagyrészt annak 
köszönhető, hogy nem volt semmiféle átlaghoz visszahúzás beépítve a modellbe (15. 
ábra). 

Összegezve elmondható, hogy amennyiben az árfolyam távol volt az azt 
meghatározó változók által indokolt értékétől, akkor, mivel ezt a kilógó értéket 
használta kiinduló pontként, a becslés nagyon távolt kerülhetett a trajektóriától. Ennek 
megoldása lehet például a nem lineáris hatások bevezetése, vagy valamiféle átlaghoz 
való visszahúzás feltételezése, de lehet, hogy az is elég lenne, ha további változókkal 
bővítenénk a modellt. Érdekes kérdés lehetne a reálárfolyam vizsgálata, ekkor 
kivennénk az infláció hatását az árfolyamból, és erre a feltételezhetően stacioner 
folyamatra készítenénk el az előrejelzést. Ez a megközelítés azonban már több 
módszertani kérdést is felvet (például megfelelő inflációs mutató, árfolyam 
mintavételezés).  

 
16. ábra: A CW teszt értékei két szabadon választott modell esetén előrejelzési időhorizontonként, Forrás: saját 

számítások. Megjegyzés: az 5.3. rész alapján a CW tesztstatisztika 2 érték fölött jelzi az előrejelző képesség 
meglétét. 

A 16. ábra, ahol azt lehet nyomon követni, hogy az egyes időperiódusokra előre 
történő előrejelzések (azaz például az 1 évre előre történő előrejelzések) hogyan 
teljesítenek a teszt szerint38, fontos tanulsága hogy az idő előrehaladtával egyre inkább 
el lehet vetni a nullhipotézist, egyre jobb a modell előrejelző ereje, a maximumot kb. 
15-16 hónapnál éri el, ezután szinten marad. Ez az eredmény összhangban van Engel 
és West (2005) eredményeivel, miszerint valószínűleg azért nem sikerül előrejelezni az 
árfolyamot rövidtávon, mert az véletlen bolyongás szerűen fejlődik. A 
modelleredmények már 1-6 hónapos időhorizonton is indukálják a leértékelődést és a 

                                        
38 16. ábra azt mutatja, hogy abban az 50 időperiódusban, amelyre előre tudtunk jelezni, és már 

voltak realizált értékek is minden időperiódusra, előrejelzési periódusonként miként teljesítettek a jósolt 

leértékelődések a realizált értékekhez képest. Azaz nem az adott hónapokhoz tartozó különböző 
előrejelzési távokra adott becslések jóságát vizsgáltuk. 



56 
 

driftet, ami azonban (az eredmények szerint) nem érvényesül a rövid távú piaci zaj 
miatt. 

5.5 A fejezet fő megállapításai 

Az empirikus megközelítés vizsgálata alapján kijelenthető, hogy a szakirodalom 
hozzáállása a makroökonómiai változókkal történő árfolyam modellezéshez gyorsan 
változott. Meese és Rogoff (1983) alapján kialakult vélekedés szerint rövidtávon, de 
igazából hosszabb távú előrejelzésre sem igazán jók ezek a modellek. Ezt reformálta 
meg később Mark (1995), aki szerint hosszabb távon már értelmes és lényeges 
hatásokat mutatnak a makrogazdasági változók egy előrejelzés pontosságát illetően. 
A 2000-es évek közepén kialakult az a vélekedés (Kilian 1999; Cheung, Chinn és 
Pascual 2005), hogy az empirikus modellek egyáltalán nem 
használhatóakelőrejelzésre, majd Engel és West (2005) adott magyarázatot arra, hogy 
rövidtávon miért nincs sok értelme az előrejelzésnek e modellekkel. A közelmúlt 
kutatásai alapján a Taylor szabály beépítése lehet egy ésszerű módosítás, amely több 
időhorizonton is javíthatja az előrejelzéseket (Engel és West 2006; Molodtsova és 
Papell 2009). Álláspontunk szerint, ha egy éven belüli, árfolyammodellre van szükség, 
akkor nem érdemes valamely makrogazdasági változókból képzett pálya mentén 
felépíteni az árfolyam mozgását, ellenben a hagyományos ökonometriai módszerek 
(lásd 4. rész) használhatóak. Elég az is, ha csak hiteles (azaz megfelelő volatilitás-
szerkezetű és konstans driftű) trajektóriákat generálunk, megfelelő összefüggési 
viszonyokkal a többi változó pályájával összhangban. Ha viszont az időhorizont több 
mint 1 év, akár 10 év is, akkor számítanak a gazdasági kilátások a felhasznált modell 
egyéb változóihoz tartozó előrejelzések az árfolyam meghatározásában. Azaz 
szükség van hozamgörbe faktorokra és makrogazdasági változókra.  

Az 5.4-es részben készített elemzés azt mutatta, hogy előretekintő változók nélkül 
is relatíve könnyen meg lehet határozni ezzel a módszertannal az árfolyam driftjét, és 
olyan előrejelzéseket lehet készíteni, amelyek a véletlen bolyongásnál jobban jeleznek 
előre, azaz például egy ARIMA-GARCH alapú modellnél a fentebb látott trajektóriák 
jobb előrejelzést adnak. Ugyanakkor nagy a modellkockázat. A 14. ábra jól 
szemléltette, hogy vannak olyan előrejelzések, amelyek akár 10 százalékkal is elvétik 
a későbbi árfolyamot kétéves időhorizonton, ugyanakkor a változás irányát és mértékét 
relatíve jól tudják előrejelezni. A kérdés itt adódik: megfelelően perturbálva ezeket a 
trajektóriákat, mit lehetne elmondani a kockázatokról? Az 5.4-es rész elemzését 
számos helyen lehetne bővíteni, jó módszer lenne egy alkalmasan kialakított 
Kálmán szűrő használata, ahol a paraméterek valamilyen autoregresszív folyamat 
szerint fejlődhetnek, ezzel ki lehetne alakítani az optimális időablak méretet is. A 
módszertani egyszerűsége ellenére azonban a fenti modell is rámutatott arra, hogy 
van értelme ezeknek a modelleknek, különösen akkor, ha főbb jellemzőiben két 
teljesen eltérő gazdaságot vizsgálunk (esetünkben a fejlett EMU országok és feltörekvő 
Magyarország). 
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6 Devizakötvény árazás 

A tanulmány célja az árfolyammodellek szakirodalmának és külföldi gyakorlatának 
(lásd 7. fejezet) feldolgozásával az optimális portfólió kialakítás modellezésének 
támogatása a devizaadósság költségeire és kockázataira vonatkozó becslések terén. 
Az eddigi, főként elméleti keretek bemutatása után e fejezet a modellek konkrét, a 
magyar devizaadósságra történő alkalmazását mutatja be. Mivel az ÁKK a deviza 
keresztárfolyam-kockázat kiküszöbölése érdekében 100% euró devizaadósságot kíván 
tartani, így e tanulmány is az euró kötvényekkel, euróban denominált adóssággal 
foglalkozik. A továbbiakban a „magyar kibocsátású (euró) kötvények”, vagy „magyar 
euró hozamok” megnevezés alatt az ÁKK által kibocsátott euró kötvényekre, vagy 
azokból számolt különböző hozamokra gondolunk. Jelenleg 5 darab, a nemzetközi 
tőkepiacokon is jegyzett, ÁKK által euróban kibocsátott devizakötvény van 
forgalomban, míg az elemzés időhorizontjában (2008. január 3-tól 2015. november 3-
ig) adott napon legfeljebb 6 kötvényre volt árjegyzés. Ezek vizsgálatával értékes 
információk nyerhetőek arról, hogy a piac miként értékeli a magyar Euró kötvényeket, 
illetve miként tekint azok kockázatára. A fő motivációt a devizaadósság szimulációja 
jelenti. Amennyiben sikerül a magyar Euró hozamok és a német államkötvények 
hozamainak (mint a kockázatmentes Euró hozamok) különbségét az azokat okozó 
tényezők feltárásával megérteni, akkor lehetőség nyílik a magyar devizaadósság hiteles 
modellezésére, és ezen adósság lejárati ill. kamatozás szerinti összetételének 
vizsgálatára. A piaci adatokból kinyert információ segítségével megbecsülhető a 
kockázatos magyar Euró hozamgörbe, és jó közelítéssel be lehet árazni a magyar 
devizaadósságot, illetve az ahhoz kapcsolódó különböző termékeket (fix kamatozású 
Euró kötvények, Euró övezeti inflációhoz rögzített kötvények, deviza és kamat swapok 
(CCIRS) stb.). 

 
17. ábra: A leghosszabb és legrövidebb elérhető lejáratok a magyar Euró hozamgörbében, Forrás: ÁKK adatok, 

saját szerk. Megj.: A leghosszabb lejáratú kötvény a teljes időperiódus alatt végig a 2020-ban lejáró, míg a 
legrövidebb lejárat váltakozik, aszerint, hogy van-e piaci árjegyzés az adott napon a rövidebb lejáratú 

kötvényekre. Így példáult 2011 végén a legkisebb lejárat a 0 évhez közelített, ekkor ugyanis lejárt egy kötvény. 
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A 17. ábra alapján nehéz olyan lejáratot találni, amire minden vizsgált napon hozam 
számolható az aktuálisan árjegyzéssel rendelkező magyar euró kötvényekből, így 
bizonyos lejáratokra, az általunk is használt Fama-Bliss (1987) bootstrap módszer a 
hozamok megalkotására csak jelentősebb torzulások árán tud működni. 

 
18. ábra: A Forint, az Euró, és a magyar Euró hozamgörbe 3 éves hozamai, Forrás: ÁKK adatok, ECB, saját szerk. 

Megj.: A 3 éves magyar Euró és a forint állampapír-hozamokat Fama-Bliss (1987) bootstrap módszerével 
becsültük. 

A 18. ábra a 3 éves forinthozam, az ECB által publikált 3 éves euró benchmark 
hozam és a magyar euró hozamgörbe 3 éves lejárathoz tartozó pontja láthatóak 
idősorosan39. Látható, hogy a 2012-es évet leszámítva a vártnak megfelelően a magyar 
Euró hozamgörbe 3 évhez tartozó idősora (kék vonal) a két másik idősor között 
helyezkedik el. Modellezési szempontból itt nem az a kérdés, hogy rövidtávon milyen 
hatások mozgatták a hozamokat, hanem az, hogy a vizsgált időhorizont egészén 
milyen alapvető kockázati faktorok (országkockázat, devizaárfolyam-kockázat) 
határozták meg az idősorokat. Az említett két kockázati faktort a következő módon 
jeleníti meg a 18. ábra: 

1. A magyar Euró hozamok magasabban vannak, mint a kockázatmentesnek 
tekintett (német) állampapírok hozamai. Nyilván szerepet játszik ebben, hogy 
a piac kockázatosabbnak ítéli hazánkat, emiatt a hozamokban megjelenik a 
csődkockázat (országkockázat). A kérdés itt leginkább az, hogy az 
országkockázat, amely könnyen mérhető és azonosítható a különböző 
lejáratú Credit Default Spread (CDS) jegyzésekkel, mennyiben magyarázza a 
felárat. 

                                        
39 Az 5 éves lejáratú CDS jegyzéseket tartják a leglikvidebbnek és emiatt benchmarknak, mi most 

mégis a 3 éves lejáratokat vizsgáljuk, ugyanis az elemzés ideje alatt 2015 végén már nincs 5 évesnél 
hosszabb lejáratú Euró kötvény, ezért 2015 utolsó hónapjaiban már nem tudnánk kiszámolni a magyar 

Euró hozamgörbe megfelelő pontjait, ahogyan 2012 legtöbb napján sem, amikor nem volt 5 évnél 
rövidebb lejáratú kötvényre jegyzés. 
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2. A Forint hozamok és magyar Euró hozamok között van egy (többnyire pozitív) 
különbség. Ennek egy jelentős eleme a devizakockázat. Ha adott egy 
befektető, aki Euróban könyveli el veszteségét/nyereségét, akkor számára 
egy forint állampapír megvétele extra kockázatot hordoz számára egy Magyar 
Állam által kibocsátott Euró állampapírral szemben. Előbbi esetben ugyanis 
az EUR/HUF árfolyam számára kedvezőtlen irányban is elmozdulhat, ezért az 
extra kockázatért pedig többlet hozamot várhat el a kibocsátótól.  

6.1 A hozamfelárak és a CDS kapcsolata 

A CDS nem más, mint egy kereskedett biztosítás egy harmadik fél adósságára 
vonatkozóan, amely során a CDS vásárló (általában félévente, negyedévente) díjat 
fizet a CDS eladójának. Úgynevezett hitelesemény (lényegében: csőd) esetén a CDS 
eladója kifizeti a vevőnek az adósság névértékét, és cserébe a névértékének megfelelő 
mennyiségű adósságot átadja neki a CDS vevője. A gyakorlatban ez egy szuverén CDS 
jegyzés esetén azt jelenti, hogy a harmadik fél („reference entity”) csődje esetén a 
vevő leszállítja a megegyezés szerinti névértéknek megfelelő mennyiségű 
államkötvényt, cserébe az eladó kifizeti ennek a névértékét, nyilván ebben az esetben 
a kötvények értéke jóval a névérték alatt van. Általában a CDS keménydevizában van 
denominálva, a hazai devizában denominált kötvények (kis országok saját 
fizetőeszközében denominált kötvényei) is leszállíthatóak, vagy legalábbis megérheti 
ezeket is leszállítani a hitel eseménynél. Általában az adott évi CDS ára egy, a CDS 
futamidejéhez közeli lejáratú kötvény spread-jét tükrözi, azét, amelyiknek a legolcsóbb 
a leszállítása az adott pillanatban. Konkrét hiteleseménynél várható, hogy a hazai 
deviza igen komoly nyomás alá kerül, már csak abból kifolyólag is, hogy államcsőd 
esetén várható egy igen komoly leértékelődés más devizákkal szemben. Ez tovább 
növeli a CDS értékét ebben az esetben a vevő számára, és ha a vevő rendelkezik 
jelentős mennyiségű keménydevizában denominált befektetéssel, akkor olcsón juthat 
hozzá a hazai devizában denominált adóssághoz. Ezért van az, hogy a CDS működési 
logikájával összhangban az USA adósságaira szóló CDS-ek legnagyobb részben 
Euróban, míg az Európai Unió tagországainak adósságára vonatkozó CDS-ek USD-ben 
vannak denominálva, illetve ezek piaca a leglikvidebb. 

Az elemzésünkhöz az USD-ben denominált CDS-eket használtuk fel. Az 
országkockázat elméletileg minden piacon meg kell, hogy egyezzék, ugyanis a 
kötvények és CDS-ek denomináltságától független az, hogy a kibocsátónak mekkora a 
csődkockázata. Az USD-re vonatkozó CDS több okból is jó választás: egyrészről 
jelentős számú magyar kibocsátású USA dollár kötvény van a piacon, és ez a CDS piac 
likvidebb, mint az Euró denomináltságú CDS-eké. Ez a választás tartalmaz egy 
maximum néhány bázispontnyi méretű eltérést az Euró kötvényekre vonatkozó CDS-
ekkel szemben, aminek okai lehetnek piaci tökéletlenségek és a fentebb leírt árfolyam-
leértékelődési hatástól elvárt többlethozam a hitelesemény esetén. 

A 19. ábra szemlélteti, hogy igen erős kapcsolat a 3 éves CDS felárak, valamint 3 
éves magyar Euró hozamok és kockázatmentes Euró hozamok különbsége (azaz a 
hozamfelár) között. 
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19. ábra: A magyar kibocsátású Euró kötvények 3 éves hozamai, valamint a 3 éves CDS felárak, Forrás: ÁKK 
adatok, ECB, saját szerk. Megj.: A 3 éves magyar Euró hozamokat Fama-Bliss (1987) bootstrap módszerével 

becsültük. 

Érdekes a két idősor között megjelenő és egyre szélesebb eltérés 2011-től 
kibontakozóan40. Általánosságban elmondható, hogy van egy „no arbitrage” kapcsolat 
a kockázatos kötvény, a kockázatmentes kötvény és az azonos lejáratú, a kötvényeket 
kibocsátó intézményre vonatkozó CDS között. A CDS hozamának (𝑝𝐶𝐷𝑆, a vevő által 

fizetett felárnak41) egyenlőnek kell lennie a kockázatos (𝑟𝑡,𝑘𝑜𝑐𝑘) és kockázatmentes 

hozamok (𝑟𝑡) különbségével: 

𝑝𝐶𝐷𝑆 = 𝑟𝑡,𝑘𝑜𝑐𝑘 − 𝑟𝑡. 

Amennyiben 𝑝𝐶𝐷𝑆 < 𝑟𝑡,𝑘𝑜𝑐𝑘 − 𝑟𝑡, (vagy másképpen a CDS bázis negatív, 𝑝𝐵𝑎𝑠𝑒 = 𝑝𝐶𝐷𝑆 −

(𝑟𝑡,𝑘𝑜𝑐𝑘 − 𝑟𝑡) ), akkor a befektetőnek megéri megvenni a kockázatos kötvényt, 

megvenni a védelmet a CDS-sel és „shortolni” a kockázatmentes kötvényt. Ellenkező 
esetben, ha a CDS bázis pozitív, az említett arbitrázskört kell megfordítani és shortolni 
a kockázatos kötvényt. Mindez természetesen csak vízszintes hozamgörbe esetén igaz 
statikusan. Feltörekvő piacokon az első eset könnyebben kivitelezhető, ugyanis 
könnyebb tartani a kockázatos kötvényt, mint shortolni azt az alcsony piaci likviditás 
miatt. Emiatt a 𝑝𝐶𝐷𝑆 > 𝑟𝑡,𝑘𝑜𝑐𝑘 − 𝑟𝑡 kapcsolat könnyebben fennállhat, ugyanakkor az 

egyenlőtlenség fordítva is értelmes. Ismert a jelenség, hogy a feltörekvő piacok 
államkötvényei tartalmaznak még egy likviditási prémiumot is, ami a befektetőket a 
fejlettebb piacokhoz képesti alacsonyabb likviditásért kompenzálja. A 19. ábra esetén 
is ez a likviditási prémium lehet egy magyarázat a CDS bázis pozitív értékére.  

                                        
40 Az elemzés elkészítése során feltételeztük, hogy az ECB által publikált hozampontok 

kockázatmentesek, azaz a német Bund hozamainak nincsen kockázata. Ez azonban nem feltétlenül van 

így, nyilván bizonyos mértékű CDS felára a német kötvényeknek is van. Az ezzel való korrekció tovább 
növelte volna a két idősor közötti eltérést, ám a vizsgálat megállapításait érdemben nem módosította 

volna.  
41 A piaci gyakorlatban felárnak, „spreadnek” nevezik a CDS vevője által fizetendő díjat. 
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A 20. ábra szemlélteti a 2020-ban lejáró magyar eurókötvény lejáratig számított 
hozamának bid és ask árjegyzései közötti spread-et. Megállapítható, hogy a válság 
után jelentősen megnőtt a bid-ask spread értéke, illetve a 2008-as pénzügyi válság 
legnehezebb napjaiban éri el maximumát, majd újra emelkedett 2011 végétől. A bid-
ask spread nagysága egy jó proxy a likviditásra, különösen az említett kötvény esetén, 
ami még a leglikvidebbnek tekinthető a hat kötvény közül (ugyanakkor látszik, hogy 
még ez is rendkívül zajos, azaz nagyok a változások a spread méretében akár héten 
belül is, ez a zaj azt is jelenti, hogy bizonyos napokban alig volt kereskedés ezzel a 
kötvénnyel). 

 
20. ábra: A 2020-ban lejáró eurókötvény YTM jegyzéseihez tartozó bid-ask spread-ek, Forrás: Thomson Reuters. 

A 20. ábra arra enged következtetni, hogy védhető az álláspont, miszerint a 
likviditás hiánya okoz egy többlethozamot. A leírt anomáliára azonban több 
makrogazdasági és technikai magyarázat is adható. 

1. 2011-ben lejárt az addigi legrövidebb hátralévő futamidejű kötvény, innentől 
a rövid lejárathoz tartozó hozamok vizsgálata (becslése) nehézkes. Annyi 
bizonyos, hogy a 7 éves CDS felárakkal összevetve már nem olyan nagy a 
különbség a két görbe között (mintegy 50 bázispont, míg a 3 éves hozamok 
esetén ez 200 bázispontot jelentett, lásd. 21. ábra). 

2. A világ pénzügyi piacain különösen Európában ez egy rendkívül turbulens 
periódus volt 2008 szeptemberétől, majd a GIIPS országok (Görögország, 
Olaszország, Írország, Portugália és Spanyolország) eladósodottságának 
okán 2011-től megnőhetett a likviditás ára. 

3. A magyar gazdasági növekedés, ami a válság után 2010-ben kibontakozott 
2011-ben már megtorpant, és recesszióba ment át, ami 2012 IV. 
negyedévben érte el a mélypontját. Ez a gazdasági helyzet tovább növelhette 
a magyar eurókötvényektől elvárt hozamokat. 

4. Minél nagyobb a CDS-t eladó fél partnerkockázata, annál olcsóbban vehető 
meg a CDS (mivel a piac kevesebbet hajlandó csak fizetni a biztosításért, 
tudván hogy nem biztos, hogy hitelesemény esetén a CDS kiírója fizetni fog). 
A pénzügyi válságban a CDS-t nyújtó nagybankok / biztosítók helyzete 
megingott, ezért a csődkockázatuk megnőtt. Elképzelhető, hogy ez a hatás 
2010-től lecsökkentette a CDS jegyzések értékét és emiatt létrejött az 
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ábrákon látható eltérés (lásd: 17. ábra, 18. ábra valamint 19. ábra)42 (ezt 
feltételezi Arce, Mayordomo és Pena (2013)). 

 
21. ábra: A magyar kibocsátású Euró kötvények 7 éves hozamfelárai, valamint a 7 éves CDS felárak 2011-2012-
ben, Forrás: ÁKK adatok, ECB, saját szerk. Megj.: A 7 éves magyar Euró hozamokat Fama-Bliss (1987) bootstrap 

módszerével becsültük, ebből vontuk ki a 7 éves lejáratú euró hozamokat. 

Fontos kérdés, hogy melyik piac (a CDS vagy a kibocsátó ország tőkepiaca) 
mozgatja a devizakötvény árfolyamot, így Varga (2009) alapján mi is egy 
hibakorrekciós modellben becsüljük a CDS jegyzések és hozamváltozások kapcsolatát, 
ám egy hosszabb időszakon, és a válság tanulságait is felhasználva. Az elemzést 
kiegészítjük még egy likviditási proxy-val a hibakorrekciós modell kointegráló 
vektorában, ezzel korrigálva a CDS felárak és a hozamfelárak közötti eltérést. A modell 
egyenletei a következők: 

 (𝑟𝑡 − 𝑟𝑡
∗) = 𝛼 + 𝛽𝑝𝐶𝐷𝑆,𝑡 + [𝛿𝑙𝑖𝑘𝑣𝑡] + 𝑒0,𝑡 (43) 

 

∆𝑝𝐶𝐷𝑆,𝑡 = 𝜆1 ((𝑟𝑡−1 − 𝑟𝑡−1
∗ ) − 𝛼 − 𝛽𝑝𝐶𝐷𝑆,𝑡−1 − [𝛿𝑙𝑖𝑘𝑣𝑡−1])

+ ∑𝛾1,𝑗∆𝑝𝐶𝐷𝑆,𝑡−𝑗

𝑞

𝑗=1

∑𝜌1,𝑗(∆𝑟𝑡−𝑗 − ∆𝑟𝑡−𝑗
∗ )

𝑞

𝑗=1

+ 𝑒1,𝑡 
(44) 

 

∆𝑟𝑡−𝑗 − ∆𝑟𝑡−𝑗
∗ = 𝜆2 ((𝑟𝑡−1 − 𝑟𝑡−1

∗ ) − 𝛼 − 𝛽𝑝𝐶𝐷𝑆,𝑡−1 − [𝛿𝑙𝑖𝑘𝑣𝑡−1])

+ ∑𝛾2,𝑗∆𝑝𝐶𝐷𝑆,𝑡−𝑗

𝑞

𝑗=1

∑ 𝜌2,𝑗(Δ𝑟𝑡−𝑗 − Δ𝑟𝑡−𝑗
∗ )

𝑞

𝑗=1

+ 𝑒2,𝑡, 
(45) 

ahol 𝑒𝑖,𝑡 (𝑖 = 0,1,2) független normális eloszlású hibatagok, 𝑙𝑖𝑘𝑣𝑡 pedig a már 

bemutatott 2020-as fix kamatozású magyar Euró állampapír bid és ask YTM jegyzései 
közötti spread. A becslés két lépcsőben történik: először megbecsüljük a kointegráló 

                                        
42 Ennek vizsgálatára Arce, Mayordomo és Pena (2013) egy mesterséges változót használ, amit 14 

nagybank CDS jegyzéseit felhasználva kaptak meg. (Az első faktort azonosították be mint a közös és 
mindegyik bankra azonos értékű partnerkockázati faktort.) Valószínűsíthető, hogy ez a faktor erősen 

korrelált a likviditás árának változásával, ugyanis a csőd kockázat növekedésével párhuzamosan a 
bankok likviditási helyzete is romlik értelemszerűen.  
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regressziót (43)43, ezt követően pedig megbecsüljük a hibakorrekciós modellt. A (44) 
és (45) egyenleteket egy VAR modellként becsüljük, amiben az egyenlet első tagja egy 
exogén változóként kerül be.  

A két paraméter (𝜆1 és 𝜆2) mutatja meg az ok-okozati összefüggések irányát az 
eredményváltozók késleltetettjein kívül. Így, ha a CDS jegyzések változása mozgatja a 
piacot, akkor várható, hogy a 𝜆2 szignifikánsan negatív, hiszen ekkor (𝑡 − 1) 
időpontban a CDS növekedésének hatására a fentebb bemutatott arbitrázsmentességi 
feltétel következményeként a hozam felárnak is növekednie kell a (42)-es egyenlet 
szerint.  

Az elemzést a 2008. január 3. és 2015. február 25. közötti időszakra készítettük el, 
5 éves lejáratokra (2015. február végétől már csak 5 évnél rövidebb magyar 
eurókötvények vannak). Ennek megfelelően az 5 éves CDS felárat hasonlítottuk össze 
az 5 éves magyar Euró hozam és az 5 éves kockázatmentes Euró hozam 
különbségével. Látható, hogy a 𝜆2 negatív minden időszakban, azaz elmondható, hogy 

a CDS piac volt hatással a hozamfelárakra, nem pedig fordítva. Erre erősít rá a Granger 
kauzalitás tesztek eredménye (Függelék 6. táblázat, 2008 és 2011 között44), valamint 
a teljes időszakra számolt modell esetén mind a CDS spread-ek változása, mind a 
hozamfelárak késleltetettjei képesek bizonyos mértékig magyarázni a változók jelen 
időszakbeli megváltozását. Más viszont a helyzet a minta későbbi felén; 2011-től már 
a Granger kauzalitás tesztek azt mutatják, hogy a hozamfeláraknak nincs hatása a 
magyar CDS-ek változására, míg fordítva az 5 éves CDS felár változásai nagyon erős 
regresszorok a hozamfelárak tekintetében. 

A kapott eredmények (Függelék: 6. táblázat és 7. táblázat) összhangban vannak 
Varga (2009) eredményeivel, azaz a magyar adatokra vonatkozóan egyértelműen a 
CDS mozgatja a hozamfelárakat. A (43)-(44)-(45)-ös egyenletek által adott modellt 
több tanulmányban is felhasználták már (kisebb módosításokkal) európai országok 
kötvény piacainak vizsgálatára. Fontana és Schneider (2011) eredményei alapján a 
fejlettebb országoknál (Ausztria, Belgium, Franciaország, Hollandia és Németország 
euró papírjait vizsgálták a szerzők), a kötvénypiac mozgatja a CDS piacot is, azaz 
először a kötvénypiacon épül be az új információ az árakba. Az általuk vizsgált 
eurózóna periféria (GIIPS) országok esetén az információ először a CDS piacba épül 
be és csak azután az állampapír piacba. Hasonló eredményekre jut Delatte, Dex és 
Lopez (2010) is, ám ők már azzal érvelnek, hogy bizonyos időszakokban a fejlett 
országokban is a CDS piac mozgatja a kötvénypiacok hozamfelárait. Az általuk 
alkalmazott nem-lineáris hibakorrekciós modell megenged a konjunktúra és recessziós 
periódusok között egyfajta rezsimváltást, ez alapján komolyabb piaci turbulenciák 
esetén az új információk először a CDS-ek árába épülnek be. Arce, Mayordomo és Pena 
(2013) arra az eredményre jutnak, hogy 2011. júliusától kezdődően az ECB 
beavatkozása a görög folyamatokba jelentősen megváltoztatta a gazdasági szereplők 
viselkedését a CDS piacon, ami hatással lett a görög állampapír piacra is. 

Érdekes eredmény még az eddigieken túl a likviditás szerepe. A kointegráló 
regresszióban a rész időszakokban szignifikáns volt a 𝛿 paraméter értéke, azonban a 

teljes időszakra már ez nem volt az. Ez azt támasztja alá, hogy a növekvő bid-ask 

                                        
43 A 3 változó közötti kointegrációt a Johanssen (1991) teszttel ellenőriztük, a likviditásra bevezetett 

változót az ismert hibái miatt csak a (43)-as egyenletben szerepeltettük. 
44 A mintát a 2011. június 6.-ai dátumnál vágtuk ketté. 



64 
 

spread megemeli a magyar Euró kötvények hozamfelárát, valamint valószínűsíthető, 
hogy ennek a hatásnak a mértéke időszaktól függően eltér. Másképpen a likviditás 
hiánya emeli az eltérést a CDS jegyzések és az azonos lejáratú kockázatos és 
kockázatmentes kötvények hozamfelára között. A teljes mintára becsült kointegráló 
regresszió eredményei alapján a 22. ábra azt jelenti, hogy a CDS felárra rárakódik egy 
inszignifikáns konstans, valamint a likviditás hiányától függően egy prémium, ami a 
változó terjedelmét ismerve időszaktól függően 50-150 bázispont terjedelmű. A 
regresszió becslése és a tényleges értékek között a hibatagok maximális értéke 50 
bázispont, ami egy szimulációban már közel elhanyagolható és többféle magyarázat 
adható rá. Így például az 5 éves magyar Euró hozamokat csak becsülni tudtuk, aminek 
van egy becslési hibája, valamint mindezt egy meglehetősen illikvid, relatíve kicsi piac 
adataiból kiindulva tettük meg, ráadásul a likviditást igen zajos adatokból számolva 
proxy-ztuk45. Mivel a 22. ábra a teljes mintára becsült modell eredményeit szemlélteti, 
lehetnek még a proxy változó bevezetése mellett is időszakonként jelentősebb 
eltérések, ennek magyarázata lehet a strukturális törések megléte ebben a változóban 
(eltérően értékeli a piac a likviditást), amit a két almintára adott becslés eredményei is 
alátámasztanak. 

 
22. ábra: Az 5 éves CDS felárak, és a modell eredmények, Forrás: Thomson Reuters, ECB, saját számítások. 

Megj.: A kointegráló regresszió eredményei a (43)-as eredményeit mutatják a következő paraméterezéssel: 𝛼 =
−0,050, 𝛽 = −0,999 és 𝛿 = 0,033. A kointegráló regresszióra 𝑅2 = 0,93. 

A modell eredményeit összegezve, a magyar Euró hozamgörbe pontjai akár még 
konkrét kötvényekre vonatkozó árjegyzések nélkül is összerakhatóak három lehetséges 
tagból: 

1. A kockázatmentes hozamgörbe (német állampapír hozamok) pontjaiból. 
2. A CDS felárból megfelelő lejáratra, ennek változása pedig magyarázza a 

magyar Euró és kockázatmentes Euró hozamok közötti különbség változását 
is. 

3. Egy likviditást leíró változóból, ami növeli a magyar Euró hozamgörbe pontjait 

                                        
45 Azaz egy nem megfigyelhető változóról (likviditás ára) feltettük, hogy egy általunk jól 

megfigyelhető változó erősen korrelált vele, és a nem megfigyelhető változó helyett ez utóbbit (bid-ask 
spread) alkalmaztuk. 
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A fenti három meglállapítás felhasználható a magyar euró hozamok becslése során 
is, különösösen azért lehet hasznos az eredmény, mert a magyar euró hozamok 
nehezen megfigyelhetőek, ahogy láttuk kevés papír van forgalomban és nem likvid 
ezek piaca, ellenben a magyar CDS piac valamivel likvidebb és magyar viszonylatban 
ez egy nagy pénzügyi piac (ahogy erre Varga (2009) is rámutat), így a CDS jegyzések 
valamivel megbízhatóbbak és megfigyelésük könyebb.  

6.2 Árfolyam-volatilitás és magyar Euró hozamok 

A 23. ábra szemlélteti a forint és a magyar Euró hozamok (3 éves lejárat) közötti 
különbségeket. Az árfolyam-volatilitás (implied volatility46) és hozameltérések 
kapcsolata között sűrűn előjelet vált a kapcsolat. Így például 2009 előtt inkább 
ellentétes a kapcsolat, majd újra pozitív a korreláció a két változó között. A Siegel 
paradoxon értelmében az árfolyamkockázat egyik gazdaság oldaláról nézve sem lehet 
nulla, ha az árfolyamnak nem nulla a diffúziója és korrelált valamelyik ármércével. Ezt 
alkalmazva a jelen esetre, arra lehetne számítani, hogy a növekvő árfolyam-volatilitás 
esetén növekszik a két hozamgörbe közötti különbség. Azaz egy külföldi befektető, aki 
Forint államkötvényeket választ az Euróban denomináltakkal szemben 
árfolyamkockázatot is fut, ami miatt többlethozamot vár el. Ez a kapcsolat azonban 
nem olvasható ki egyértelműen. 

 
23. ábra: A Forint hozamok és az EUR/HUF árfolyam volatilitása, Forrás: ÁKK adatok, Thomson Reuters, saját 

szerk. Megj.: Itt az ATM azt at-the-money, azaz pozitív belső értékkel rendelkező call opciókra utal. 

                                        
46 Megvizsgáltuk a kapcsolatot GARCH modellek eredményeivel is, érdemi eltérés nem volt az 

idősorok között. 
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6.3 Az ÁKK swap állományának kamatai 

Az ÁKK tényleges deviza-kötelezettségeinek egy része nem kötvényekben, hanem 
swapokban áll fent. Előbbiekkel azonban mégis kényelmesebb dolgozni, hiszen a 
devizakötvények egy részére van piaci jegyzés, illetve nem csak a megkötéskori 
kamatlábakat, hozamokat tudjuk piaci árak alapján megfigyelni. Egy swap értéke a 
„kötvény módszer” szerint felfogható a két láb cash-flow-inak összegeként és 
kibocsátáskor az értéke mindkét fél számára nulla. Ismert, hogy az ÁKK nem csak euró 
alapú kötvényeket bocsát ki, ezek tőkéjét és kamatait viszont euróra swapolja el, azaz 
nettó értelemben csak euró kamatot fizet. Ekkor az elswapolt nem euró denominációjú 
kötvény cash-flowjának az értéke meg kell, hogy egyezzen a swap másik lábának 
értékével, azaz lehetőség van adott lejáratra adott kibocsátási napon megkapni a 
magyar Euró hozamgörbe adott pontját. A 24. ábra az ÁKK portfóliójában lévő (az 
előbb említett tulajdonságú), a megkötésük napján 3, 5 és 10 éves swapok fix lábának 
Euró kamatait mutatja. (Az ábrán a pontok jelölik a megkötés napján e swapok ÁKK 
által fizetett fix lábának a kamatát, összesen 18 ilyen ügylet eredményét tudtuk 
ábrázolni.) Látható, hogy az ÁKK valamekkora felárat fizet a swap megfelelő lábán. Ez 
a felár kis eltérésektől eltekintve nagyjából a CDS felárral egyenértékű. Azaz a swapok 
ÁKK által fizetett euró denominációjú fix lába összerakható a megfelelő lejáratú CDS 
és német állampapírhozamok összegeként. (Arra lehet következtetni, hogy swap 
állomány esetében nincs likviditási prémium, ellentétben a kötvényekkel, valamint a 
swap kibocsátójának jutaléka elhanyagolható az előbbihez képest.) 

 
24. ábra: A fix kamatozású, eurót fizető swapok kamata a swapkötéskor, Forrás: ÁKK adatok, Thomson Reuters, 
saját szerk. Megj.: Swap3Y, Swap5Y és Swap10Y az adott napon 3, 5 és 10 éves lejáratú swapok fix kamatozású, 
eurót fizető lábainak kamata. A 3Ypredict, 5Ypredict és 10YPredict változók az adott futamidejű kockázatmentes 

hozamgörbe pontnak és a megfelelő lejáratú CDS felárnak az összege. A 10ypredictCDS5 változó a 10 éves 
hozamok és 5 éves magyar CDS összege. 
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7 Külföldi adósságkezelők modelljei 

A részletes elméleti, szakirodalmi háttér ismertetetése után a következőkben azt 
tekintjük át, hogy más adósságkezelők miként becsülik, jelzik előre a 
devizaárfolyamokat, illetve ha van devizakötvény kibocsátásuk, miként becsülik meg a 
hazai mellett más országok hozamgörbéit a modelljeik megalkotása során, és hogyan 
hangolják azt össze a hazai hozamgörbe becslésével. Mind a makroökononómiában, 
mind a szűkebb értelemben vett pénzügyi modellezés területén fontos nyitott 
gazdaságot feltételezve megalkotni az eredményeket. A nagyobb gazdaságok, 
„világdevizákkal” rendelkező országok leginkább csak saját fizetőeszközükben 
bocsátanak ki kötvényeket, ami szükségtelenné teszi az adósságkezelő számára 
devizaárfolyamok és más országok hozamgörbéinek megjelenítését a modelljeikben. 
Az adósságkezelő intézmények esetén sajnos igen gyakori, hogy hiányosan, vagy 
egyáltalán nem publikálják a belső modelljeiket (pl. háttértanulmányokban). 

A következőkben az egyes adósságkezelő intézmények módszertanai kerülnek 
bemutatásra két kérdés mentén: 

1. Van-e nem hazai fizetőeszközben denominált adósság? 
2. Ha az első kérdésre a válasz igen, akkor pedig elég nagy-e a devizaportfólió 

ahhoz, hogy szükséges legyen erre egy összetett modellt megalkotni, ill. ha 
van, akkor mik ennek a modellnek a jellemzői? 

A fenti kérdéseknek megfelelően a korábbi az ÁKK-ban a témáról készült anyagok 
(így Fegyveres (2015a) munkájának) áttekintése után arra jutottunk, hogy csak 
néhány ország gyakorlatát érdemes részletesebben is bemutatni (Törökország, 
Brazília, Lengyelország, Svédország). Több ország adósságkezelési gyakorlatát is 
részletesen áttekintettük, így az Egyesült Királyság, Kanada, Dánia,Franciaország, 
Olaszország módszertanában azt találtuk, hogy noha igen részletesen publikálva 
vannak a jelenlegi modelljeik, azok nem foglalkoznak devizaadóssággal. Sok ország 
volt viszont, ahol jelenleg is van devizaadósság állomány (Ausztria, Belgium, 
Csehország, Románia, Bulgária, Dél-Afrikai köztársaság, lásd. Fegyveres (2015b), 
azonban a modelljük nem volt részletekbe menően publikálva, maximum az éves 
jelentéseikben jelentettek meg az egyes országok a belső modellek létére vonatkozó 
említéseket. Így a továbbiakban csak négy ország gyakorlatát tudjuk ismertetni a 
deviza-modellezés szempontjából. 

7.1 Brazília 

A brazil adósság-kezelésről, a folyamat során felhasznált modellekről részletesen 
írnak Silva és szerzőtársai (2010). A sztochasztikus modellben 3 korrelált Wiener 
folyamat (𝑊𝑡

𝑟𝑒𝑡, 𝑊𝑡
𝐼 és 𝑊𝑡

𝑆𝑟𝑒 Cholesky dekompozícióval) hajtja meg a kamatlábakhoz 

kapcsolódó 5 egyenletet: 

Rövid kamatláb (𝑟𝑡): 𝑑𝑟𝑡 = 𝑘(𝑟∗ − 𝑟𝑡)𝑑𝑡 + 𝜎√𝑟𝑡𝑑𝑊𝑡
𝑟𝑒𝑡 (46) 

Hazai árindex (𝐼𝑡): 𝑑𝐼𝑡 = 𝑢𝐼𝑡𝑑𝑡 + 𝜎𝐼𝑡𝑑𝑊𝑡
𝐼 (47) 
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Reálárfolyam (𝑆𝑟𝑒𝑡): 𝑑𝑆𝑟𝑒𝑡 = 𝜅(𝑆𝑟𝑒∗ − 𝑆𝑟𝑒𝑡)𝑑𝑡 + 𝜉√𝑆𝑟𝑒𝑡
𝛾

𝑑𝑊𝑡
𝑆𝑟𝑒 (48) 

Külföldi árindex (𝐼𝑡
𝑒): 𝑑𝐼𝑡

𝑒 = 𝐼𝑡
𝑒𝑑𝑡 (49) 

Nominális árfolyam 
(𝑆𝑡): 

𝑆𝑡 = 𝑆𝑟𝑒𝑡

𝐼𝑡
𝐼𝑡
𝑒 (50) 

A rövid kamatláb CIR folyamatot követ, míg a reálárfolyam ennek egy bővített 
változatát, a CKLS folyamatot. Így az árfolyam és hozam is egy átlaghoz visszahúzó 
folyamatot követ. A hazai árindex mozgására geometria Brown mozgást feltételeznek, 
miközben a külföld (USA) fogyasztói árindexe 0 diffúziós együtthatójú Brown mozgás. 
A nominális árfolyam értéke a két árindex hányadosának a reálárfolyammal vett 
szorzataként kapható meg. 

Komoly hátrány, hogy ebben a felírásban a hazai reálgazdaság (innovációk az 
árindex mozgásában), valamint a reálárfolyamban levő sokkok határozzák meg a 
nominális árfolyam volatilitását, így gyakorlatilag csak a reálárfolyamban levő sokkok 
tudják a külföldről érkező sokkokat megjeleníteni. Problémás még ebben a 
specifikációban a dollár kamatláb hiánya, ugyanis (eltekintve attól, hogy a fedezetlen 
kamatparitás érvényesül-e vagy sem) elfogadott tény, hogy a hazai és külföldi 
kamatszint változása hatással lehet a nominális árfolyam driftjére. A Silva és 
szerzőtársai (2010) által adott leírás szerint csak arra lehet következtetni, hogy 
valamilyen historikus becslésből származnak a paraméterek, és nincsenek előretekintő 
tulajdonságai a modellnek (nem használja ki a hozamgörbében meglevő a 
reálgazdaságra és árfolyamra vonatkozó információt). 

A modellfelírás nagy előnye viszont, hogy viszonylag egyszerűen kezelhető a hazai 
inflációhoz és külföldi kamatlábhoz kötött kötvények árfolyama. A CIR modell 
paraméterei (A és B) megkaphatóak egy Ricatti féle differenciálegyenlet megoldásával, 
a diszkontgörbét az alábbi formulával lehet megkapni: 

 𝑃(𝑡, 𝑇) = 𝐴(𝑡, 𝑇)𝑒−𝐵(𝑡,𝑇)𝑟𝑡 (51) 

A változó kamatozású kötvények árazásához két módosítás szükséges, egyrészről 
korrigálni kell a fix kamatozású kötvények kuponjait (𝑅(𝑡, 𝑇)) a várt leértékelődéssel 

(𝜇𝑇−𝑡) és várt inflációval (𝛿𝑇−𝑡) a lejáratig hátralevő időszakra vonatkozóan (𝑇 − 𝑡). 

𝐶𝐹𝑋(𝑡, 𝑇) =
𝑅(𝑡, 𝑇)

1 + 𝜇𝑇−𝑡
 

𝐶𝑖𝑛𝑓(𝑡, 𝑇) =
𝑅(𝑡, 𝑇)

1 + 𝛿𝑇−𝑡
, 

Másrészt az inflációhoz és USD kamatlábakhoz kötött kötvények árazásánál számolni 
kell azzal a negatív prémiummal, ami a fix kamatozású kötvények hozamaihoz képest 
csökkenti az inflációhoz vagy USD kamatokhoz kötött kötvények hozamait azáltal, hogy 
ez utóbbiakban nincs inflációs -, illetve árfolyamkockázat. (A fix kamatozású kötvények 
hozamához képest az inflációhoz kötött kötvények hozama alacsonyabb, mivel a 
befektető nem futja az inflációs kockázatot, míg a külföldi devizában denominált 
kötvények hozamai azért alacsonyabbak, mert a külföldi befektető nem futja az 
árfolyamkockázatot.) Ezután Nelson Siegel modelleket alkalmaznak a szerzők, ám az 
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nincs kifejtve, hogy miként kapják meg az eredményeiket az inflációhoz kötött 
papírokra és devizában denominált papírokra vonatkozóan. 

A modellben limitált számú kötvény jelenik meg. A szimulációk futtatása után egy 
egyszerű modellkeretben lehetőség volt a brazil modell szerint az államadósság 
pályájának modellezésére is (GDP arányos adósság, ahol a GDP-t egy geometriai 
Brown mozgás írja le). 

7.2 Lengyelország 

A lengyel adósságkezelés a Lengyel Pénzügyminisztérium hatáskörébe tartozik, 
amely működteti a kormányzat számára releváns „econometric Model for Public 
Finance” (eMPF) nevű modellt (Dudek és mtsai. 2012). Az eMPF egy új keynesi modell 
többszáz endogén és exogén változóval. Az árfolyam modellezését és előrejelzését 
végzi el (Zloty/Euró), miközben átfogó képet ad a lengyel gazdaságról és megragadja 
az Eurózóna gazdaságának néhány aspektusát. Az államadósság kérdéskörével a 
modellen belül egy modul foglalkozik, az államadósság ebben több endogén változó 
aggregátuma. Így a modellben megjelenik az Euró, USA dollár és Zloty denominált 
adósság, és lehetséges az adósság bontása aszerint is, hogy kik tartják ezt az 
adósságot (külföld vagy belföld). Érdemi hozamgörbe modellezés nem történik a 
modellben, a hazai ötéves államkötvény kamatára, a hazai 3 hónapos bankközi 
kamatlábra, valamint az Eurózóna hosszú és rövid hozamaira van bevezetve egy-egy 
változó (ezek nominális változatai mellett megjelennek a reálkamatok is). 

7.3 Svédország 

A Svéd adósságkezelő a 2000-es évek elején még egy makro szimuláción alapuló 
dinamikával modellezte a fontosabb devizaárfolyamokat, és hozamokat (Bergström, 
Holmlund és Lindberg 2002). A publikált, devizaárfolyamot és külföldi hozamokat is 
tartalmazó modellek közül ez tekinthető az egyik legösszetettebbnek, a modell 
részletes leírását adja Fegyveres (2014). Jelen összefoglalóban csak néhány, a téma 
szempontjából releváns egyenletet és tulajdonságot emelünk ki, amely azonban inkább 
kritikát fog takarni. A téma szempontjából releváns egyenletek a következők: 

Reálárfolyam (𝐸𝑡
𝑖,𝑗

): 𝐸𝑡
𝑖,𝑗

= 𝜏 + 𝛾𝐸𝑡−1
𝑖,𝑗

+ 𝜈(𝑔𝑡
𝑖 − 𝑔𝑡

𝑗
) + 𝜔 (𝑖𝑡

𝐿𝑖 − 𝑖𝑡
𝐿𝑗) + 𝑒𝑡

𝐸 (52) 

Hosszú kamatláb (𝑖𝑡
𝐿𝑖): 𝑖𝑡

𝐿𝑖 = 𝑟̃𝑡 + 𝜋̃∗ + 𝑖𝑝𝑡 + 𝑒𝑡
𝑖 (53) 

Kockázati prémium (𝑖𝑝𝑡): 𝑖𝑝𝑡 = 𝜏 + 𝜑 max(𝜋̃𝑡 − 𝜋𝑡, 0) + 𝜒∑(𝜋𝑡−𝑠 − 𝜋∗)

4

𝑠=1

 (54) 
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Reál GDP (𝑔𝑡): 
𝑔𝑡 = 𝜇𝑠 − 𝜊𝑔𝑡 + 𝑒𝑡

𝑞
, ahol 𝜇𝑠 értéke konjunktúrától 

függően változik. 
(55) 

Infláció (𝜋𝑡): 𝜋𝑡 = 𝜅𝜋𝑡−1 + 𝑒𝑡
𝜋 (56) 

A devizaárfolyam egy elsőrendű autoregresszív (𝐴𝑅(1)) folyamatot követett, 

kiegészítve két egyszerű makroökonómia feltételezéssel miszerint, ha az egyik 
országban magasabb a kibocsátás vagy a reálárfolyam, akkor az a hazai ország 
fizetőeszközének felértékelődéséhez vezet.47 A nominális kamatláb fejlődésének 
leírásában is felhasználásra kerül az árfolyam, mégpedig az árfolyam log-hozamának 
és az inflációváltozásnak az összege a nominális kamat növekedésének az üteme. A 
reál GDP fejlődésébe be van építve egy Markov modell is a gazdaság állapotainak 
megjelenítésére (konjunktúra, recesszió). A kockázati prémium csak az infláció előző 
időszaki értékeitől (utolsó 4 negyedév) és a permanens értéktől vett eltéréstől függ. A 
fentiekhez hasonlóan felírható a modell többi egyenlete is (reálkamat, lejárati 
prémium, rövid kamatlábak stb.), ugyanilyen, vagy a fentiekhez hasonló AR 
folyamatokként.  

A modell lényegileg ugyanúgy kezelte az inflációhoz kötött kötvényeket és a 
devizakötvényeket. Mindkettő esetében egy másik sztochasztikus folyamat jelentett 
egy diszkontfaktort, az inflációs kötvények árfolyamánál az infláció folyamata volt az 
az átváltás, amiben a „valós” cash-flowt megkapták a modellezők, míg a 
devizakötvényeknél az árfolyam adta meg azt az átváltást, ami megadta svéd 
koronában a portfólió értékét. 

Ebben a módszertanban a svéd hozamgörbét kivéve, nem került sor másik 
hozamgörbe modellezésére az előbbiek miatt, hiába volt 2 féle devizakötvény is a 
portfólióban. Nagyon lényeges, hogy ez egy ún. ad hoc modell, a változókat mozgató 
egyenletek nem viselkedési egyenletek levezetésével születnek, hanem különböző 
ARMA folyamatok definiálják őket, néhány esetben Markov lánc alapú rezsim váltással. 
(Pl. a GDP-t leíró változó egy ilyen AR(1) folyamat ebben a modellben). Ez nagyobb 
gazdasági változásoknál kérdésessé teszi a modell validitását (a Lucas kritika 
értelmében csupán historikus adatok alapján nehéz meghatározni egy gazdasági 
változás, például 1 százalékos hozamszint emelkedés hatását, mivel ez nem számol a 
gazdasági döntéshozók viselkedésének megváltozásával). 

Egy még az előbbinél is komolyabb hiányosság a modellben az innovációk 
összefüggésének kérdése. Az innovációk minden egyenletnél, így minden változónál 
függetlenek a másik változót érő sokkoktól. Az autoregresszió megteremti a 
kapcsolatot a változók között, de a korrelálatlan sokkok miatt életszerűtlen lehet adott 
időszakon belül az innovációk megérkezése. Egy példa: jelentős növekedési sokk éri a 
gazdaságot, ami már az adott időszakban is inflációt gerjesztő lenne a standard 
makroökonómia szerint. Korrelálatlan sokkok esetén és a svéd modell leírása 
(Bergström, Holmlund és Lindberg 2002) alapján azt látva, hogy az infláció független 
a gazdasági növekedést leíró AR folyamattól, semmi sem garantálja, hogy az infláció 
dinamikájában ugyanúgy egy pozitív (vagy legalábbis nem szélsőségesen negatív) 
innováció fog megjelenni. E példában torz eredmények is adódhatnak. Az intuíció sok 

                                        
47 A fentebb leírt képletekben „i” és „j” indexek jelölik az eltérő országokat. 
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esetben nem egyezik a svéd modell specifikációjával, egy példa a sok közül: a reál GDP 
növekedés vagy output gap szintje nem szól bele az inflációs folyamatokba (lásd. 
fentebb az egyenleteket), mivel annak mozgása teljesen független. Ez nem túl 
realisztikus és ellentmondó is, mivel van a modellben egy Taylor szabály, aminek pont 
az lenne a lényege, hogy a rövid kamatláb módosításán keresztül hasson a 
reálgazdaságra, és ez pedig később az inflációra. 

2005-ben kifejlesztésre került egy másik modell a svéd adósságkezelőnél, amely 
azonban már egy szigorúan analitikus, csak 1 évnél rövidebb időhorizontra 
előretekinteni képes modell (Holmlund 2005). A modell három kockázati faktorral 
számol (kamat, infláció és árfolyam kockázat), amelyeknek a kovariancia mátrixával és 
a kezdeti induló állapot ismeretében kiszámolható egységnyi növekedés hatása a Cost-
ast-Risk-ben (CaR). 

7.4 Törökország 

A török államadósság-kezelő jelentős arányban bocsát ki USA dollárban és Euróban 
denominált kötvényeket is, emiatt fontos kérdés számukra a TRY/USD és TRY/EUR 
árfolyamok vizsgálata, ahogyan a Dollár és Euró hozamgörbe megjelenítése is a 
modellben. Az egyedüli szimulált változó a kamatlábakon és árfolyamokon kívül az 
infláció, a fontosabb makrováltozók szerepelnek endogén változókként, ez utóbbiak 
(GDP, államháztartási hiány, folyó mérleg egyenlege stb.) a kormányzat becslésein, 
előrejelzésein alapulnak, így exogének és rögzített pálya mentén fejlődnek (Balibek és 
Memis 2012). 

A belföldi hozamgörbe előrejelzésére egy hibrid modell szolgál. Első lépésként egy 
Nelson-Siegel modellt becsülnek meg, az ebből kapott 2. és 3. koefficiens egy rögzített 
érték lesz a szimulációban48, az első faktor (szint paraméter) dinamikáját egy CKLS 
modellből írják le: 

𝑑𝛽1,𝑡 = 𝜅(𝛽 − 𝛽1,𝑡)𝑑𝑡 + 𝜉 √𝛽1,𝑡
𝛾

𝑑𝑊𝑡. 

Ebből megkapható a korrigált szint paraméter 𝛽1,𝑡
∗ , ami a CKLS modell (𝛽̂1,𝑡) és a 

Nelson-Siegel modell eredményeinek segítségével egy rezidumként adódik. 

𝛽1,𝑡
∗ = 𝛽̂1,𝑡 − 𝛽2 (

1 − exp (−𝜆𝑡𝜏)

𝜆𝑡𝜏
) − 𝛽3 (

1 − exp(−λtτ)

λtτ
− exp(−λtτ)) 

Itt 𝛽2 és 𝛽3 értéke rögzített minden szimulációs futtatás esetén. 

A CKLS modellből kapott eredmény elsősorban a kamatláb rövidtávú dinamikájának 
leírásában segít, míg a NS modell eredményei a hosszú távú becsléseket javítják. 
Balibek és Memis (2012) tanulmánya nem említi, hogy az Euró és Dollár hozamgörbére 
milyen típusú becslést adnak. Feltételezik, hogy az infláció és árfolyamok egy 
geometriai Brown mozgást követnek. Előnye, hogy a drift és volatilitás paraméterük 
könnyen becsülhető historikus adatokból, esetleg származtatott termékek árából 
(implied volatility). Mind a geometriia Brown mozgásnál, mind a CKLS modellnél a 

                                        
48 Ez persze csak az alapbeállításként igaz, lehetőség van ezt az erős feltételt feloldani. Azonban a 

szerzők azzal érvelnek, hogy a török tapasztalatok alapján a hozamgörbe függőleges elmozdulása adja 

a legmarkánsabb változásokat, a vizsgált időhorizonton (2002-től) ritkán változik és viszonylag állandó 
a görbe alakja. 
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meghajtó folyamatot a Wiener folyamat jelenti, melynek normális eloszlása 
megkönnyíti korrelált innovációk készítését egy Cholesky mátrix segítségével (a 
korrelációk historikus adatokból becsülhetőek). Kimarad a tanulmányból azonban a 
nem török lírában denominált kötvények árazásának módja. 

A török adósságkezelő modellje csak minimálisan használ fel makro változókat, 
ezeket is csak különböző szcenáriók készítésére. A devizaárfolyamok és kamatlábak 
konzisztenciáját a korrelált innovációk biztosítják (kérdéses, hogy ha a normális 
eloszlás helyett valamely másik eloszlásból származnak az innovációk, vagy azok egy 
része, akkor mennyiben helytálló a Cholesky dekompozíció alkalmazása, ahogyan 
Balibek és Memis (2012) tanulmánya írja). A modell felépítése jó kiindulási alap lehet 
egy összetettebb, változatosabb dinamikát is megengedő adósságszimulációs 
modellhez. 

7.5 Észrevételek 

Néhány kivételtől eltekintve a külföldi adósságkezeléssel foglalkozó intézmények, ha 
foglalkoznak is devizaárfolyam vagy nem saját devizában denominált hozamgörbe 
modellezésével, ezt vagy nagyon egyszerűen teszik (lásd. Törökország), vagy 
komolyabban, de akkor egy nagyobb modell részeként, amely azonban inkább egy 
egész gazdaságra kiterjedő makro modell, mint adósság modell (lásd. Lengyelország). 
Az „alulpublikáltság” miatt gyakorlatilag csak a svéd, brazil és török adósságkezelők 
modelljét tudtuk valamennyire részletesebben bemutatni. Összevetve a külföldi 
gyakorlatot a szakirodalomban található modellezési lehetőségekkel azt tapasztaltuk, 
hogy a külföldi adósságkezelők messze nem használják ki a modellezési lehetőségeket. 
Ennek nyilván több oka is van, mindazonáltal az ÁKK feltett szándéka, hogy egy kellően 
megalapozott, de még rugalmasan használható (és tesztelhető), ésszerű 
eredményeket adó modellt készítsen a deviza-árfolyam alakulására és a releváns 
deviza hozamok becslésére, amely a forinthozamok becslésére alkotott modellel is 
konzisztens. 
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Függelék 

 2008-2011 2011-2015 2008-2015 

∆𝒑𝑪𝑫𝑺,𝒕 
   

CDS lag 0,001 0,000 0,000 

Spread lag 0,000 0,104 0,000 

∆𝒓𝒕 − ∆𝒓𝒕
∗    

CDS lag 0,000 0,000 0,000 

Spread lag 0,000 0,005 0,000 

6. táblázat: A VAR modellekhez tartozó Granger kauzalitás tesztek p-értékei, Forrás: saját szerk. A táblázat a 
Granger kauzalitás tesztek p-értékeit mutatja a (40)-(42)-es modell alapján változónként, aszerint, hogy a 
regresszorok késleltetettjei magyarázzák-e az adott változó mozgását. A modell leírását a főszöveg 6. része 

tartalmazza. 

 2008-2011 2011-2015 2008-2015 

𝛼 0,051 -0,050 -0,021 

 0,034 (0,049) (0,037) 

𝛽 0,676*** 0,999*** 1,088*** 

 (0,019) (0,012) (0,013) 

𝛿 0,031*** 0,033*** 0,000 

 (0,002) (0,003) (0,002) 

𝜆1 -0,013 -0,010 0,000 

 -0,900 (0,007) (0,005) 

𝜆2 -0,077*** -0,030*** -0,027*** 

 (0,012) (0,007) (0,005) 

𝛾1,1 0,131*** 0,117*** 0,152*** 

 (0,036) (0,036) (0,025) 

𝛾1,2 -0,222*** 0,077** 0,054** 

 (0,042) (0,037) (0,026) 

𝛾1,3 -0,102** - 0,047* 

 (0,039) - (0,026) 

𝛾2,1 0,299*** 0,286*** 0,322*** 

 (0,029) (0,038) (0,022) 

𝛾2,2 -0,005 0,097** 0,030 

 (0,031) (0,039) (0,023) 

𝛾2,3 -0,005 - 0,015 

 (0,031) - (0,023) 

𝜌1,1 -0,100** 0,065* -0,043 

 (0,042) (0,033) (0,027) 

𝜌1,2 -0,223*** -0,022 -0,145*** 

 (0,042) (0,033) (0,027) 

𝜌1,3 -0,102** - -0,074*** 

 (0,039) - (0,026) 

𝜌2,1 -0,160*** -0,113*** -0,164*** 

 (0,034) (0,035) (0,023) 

𝜌2,2 -0,042 0,003 -0,032 

 (0,034) (0,034) (0,024) 

𝜌2,3 0,160*** - 0,148*** 

 (0,032) - (0,023) 

7. táblázat: A hibakorrekciós modell eredményei több időszakban, Forrás: saját szerk. A táblázat a becsült 
modellek együtthatóit mutatja, alattuk zárójelben a standard hibával. A ***, ** és * jelölések mutatják azt, hogy 

egy változó szignifikáns 1, 5 és 10 százalékos szignifikancia szinten. A modell leírását a főszöveg 6. része 
tartalmazza. 


