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1 Bevezetés

A kozelmult valsagai ramutattak, hogy a kockazatok mérése a pénziigyi szektorban még
mindig gyerekcipGben jar, s habar akadémikusok mar tobb mint egy évtizeddel a 2008-as valsag
bekovetkezte elott ramutattak a kockazatok méréséhez addig széleskorlien hasznalt kockazati
mutatok alapvetd hibaira, s6t javaslatokat is tettek, hogy milyen iranyban volna érdemes
tovabbfejleszteni ezeket, a pénziigyi intézmények és a felligyeleti szervezetek csak az utdbbi
években forditottak figyelmiket a kockazatok leirasanak hatékonyabb modszerei felé.

Az AKK optimalis portfdli6 modelljének Uj alapokra helyezése kapcsan a modell Ssszes
aspektusa vizsgalatra keriil. Az egyik ilyen szempont az, hogy milyen mérészamokkal kivanja az
AKK szamszer(isiteni az addssagkezelés soran jelentkezd piaci kockazatokat (a tovabbiakban:
kockazati mértékek). Megfeleld, illetve elegendd-e a korabban hasznalt kockaztatott értek tipusu
mutatdk (Value-at-Risk, VaR és Interest Cost-at-Risk, ICaR) alkalmazasa, és az ezek szerinti
portfdlid optimalizalds, vagy vannak-e Ujabb, pontosabb, az AKK céljanak jobban megfeleld
kockazati mértékek?

Az AKK Kockazatkezelési osztalya Gsszegy(ijtotte, hogy a nemzetkdzi szakirodalomban milyen
kockazati mértékek hasznalatosak, melyiknek milyen tulajdonsagai vannak, és melyek lennének
alkalmazhatdak az AKK modellalkotési projektje sordn (természetesen megfelel§ tesztelés utan).
Az elemzés alapjan a VaR mellett a feltételes VaR (CVaR) alkalmazasat tartjuk
relevansnak, azonban a teljeskorliség érdekében attekintettilk a kockazati mértékek ezeknél
joval szélesebb korét.

Az anyagban bemutatjuk, hogy a kockazati mértékek milyen széles spektrumon definialhatdk,
mely mutatoknak mik a tulajdonsagai, elényei és korlatai. Az elmult évtizedekben akadémikus
korokben is egyre tobben foglalkoznak azzal, hogy milyen mddszerekkel lehetne a lehetd
legjobban leirni, mérni a vallalt kockazatot. Azonban nem sziiletett még ,legjobb” megoldas,
hiszen egyaltalan nem mindegy, hogy milyen kontextusban nézziik a problémat, st az sem,
hogy a kockazatot miként definialjuk. Emiatt minden egyes problémara mas és mas valaszokat
talalhatunk.



2 Kiemelten vizsgalt kockazati mértéekek

Mig az AKK 2001-2003 kozétt fejlesztett optimalis portfoliomodellje a kockaztatott értéket
(VaR-t) haszndlta f6 elemzési eszkdzként az egyes lehetséges portfolio-Osszetételek kockazati
jellemzGjének leirdsara és Osszehasonlitdsara, a VaR-ral kapcsolatos — alabb is ismertetett —
kritikdk miatt attekintettiik, hogy mennyiben érdemes mas kockazati mértéke(ke)t is alkalmazni
az Uj modellben. igy a kockazatkezelés teriiletén tovabbra is rendkiviil népszer(i kockaztatott
értéket, a legtobb akadémikus altal ajanlott feltételes kockaztatott értéket, valamint ezek egy
kombinacidjat vizsgaltuk meg az alabbiakban!.

2.1 Kockaztatott Erték

A kockaztatott érték (Value-at-Risk - VaR) az egy adott id6horizonton az esetek 1 — a =
A%-ban elszenvedhetd minimalis veszteség (vagy ami ezzel egyenértéki, az esetek a * 100%-
aban elszenvedhetd maximalis veszteség). Konkrét példaban: egy portfdlid egyhetes, 95%-0s
VaR-ja azt mutatja meg, hogy egyhetes idétavon 95%-os valdszinliséggel a portfolid piaci értéke
legfeljebb mennyivel valtozik meg. Egy valdszinlségi valtozd sirliségfiiggvénye esetén ez a
kovetkezOképp abrazolhato:

Nyereseg

Veszteseg

-

M

VaR

-5 -4 -3 -2 -1 a 1 2 3 4 5

2.1 abra: Egy veszteség eloszlas 5% kockaztatott értéke

2.1.1 Elényék

1 Az itt kiemelt harom kockazati mértéken kiviil szdmos mas mérdszamot is targyal a szakirodalom. A kapcsolddo
matematikai és statisztikai elméletet, a kockazati mértékek csoportképzd axiomait és az ezekkel alkotott osztalyokat,
valamint a kiemelt mérészamokhoz kapcsolédé matematikai leirdsokat az anyag Fliggelékei tartalmazzak.



Legfébb eldnye, hogy egy kozos mértéket biztosit a kilonféle pozicidkhoz és kockazati
faktorokhoz. Barmilyen tipusi portféliora alkalmazhatd, valamint lehetOvé teszi, hogy
Osszehasonlitsunk kiilonb6z6 portféliokat.

A VaR lehetdvé teszi a pozicidk aggregalasat ugy, hogy figyelembe veszi a kilonféle kockazati
minden kockazati faktort, mig mas mértékek csak egy faktort néznek egyszerre. S6t atfogd
olyan értelemben is, hogy a teljes portfdlidra ad meg egy mértéket, nem pedig csak a benne
szerepl6 kiilonféle elemekre.

A VaR valdszindiség tipusu és hasznos informaciot nydjt a kockazatkezeld szamara a kilonféle
veszteségméretek valdszinliségérdl (ezzel szemben mas mértékek sokszor csak a ,mi torténik,
ha?” tipusi kérdésre adnak valaszt; pl. a derivativ termékek esetében gyakran hasznalt Un.
,gorogok”, amely mutatdszamok valamely tényezé — pl. id6, kamatlab — valtozasanak hatasat
mutatjak ki).

A VaR konnyen érthetd mértékegységben van kifejezve, , elvesztett penz’-ben.

2.1.2 Hatranyok

Nem szabad Ugy kezelni a kockaztatott értéket, még ha pontos, akkor sem, mint azt a tokét,
ami ahhoz sziikséges, hogy fizetoképesek maradjunk. A VaR pusztan egy mutatdészam ahhoz,
hogy kilonféle 6sszehasonlitdsokat végezhessiink, mint példaul két portfdlid dsszehasonlitasa,
egy Uzlet megkotésének relativ hatdsa a kockazatra, vagy a modellezett kockazat 0sszevetése a
historikus kockazattal.

Az, hogy egy portfolid kockaztatott értéke relevans mérték-e pénziigyi krizishelyzetben, egy
sulyos zavaroktdl. Ilyen esetekben olyan kéltségek is modosithatjak a kockazatot, mint példaul a
nem vart rovid tavd finanszirozasi kényszer, elszalasztott jovedelmezd Uzletek
lehetGségkoltségei, vagy kényszeritett mérlegbeli valtoztatasok. EbbSl a szempontbdl a VaR a
piaci kockdzatnak csak egy aspektusdval kalkuldl? ezéltal pedig tllsdgosan sziiken definidlt
ahhoz, hogy 6nmagaban egy elégséges mérték lehessen toke-megfelelési szempontbol.

Valamint a VaR csak annyit mond meg nekiink, hogy maximum mennyit veszithetiink a ,jé
esetekben”, a ,rossz” esetekrodl, amikor egy farokbeli (azaz az eloszlas szélénél 1év0) esemény
kovetkezik be, nem ad semmilyen informaciét. Ebbdl kifolydlag a VaR képes furcsa
eredményeket is generalni. Egy VaR-alapu szamitas példaul olyat is ajanlhat, hogy a befektetd
menjen bele olyan befektetésekbe is, ahol a farokeloszlas megvaltozasat nem koveti a VaR
megvaltozasa (pl. mert 95%-os VaR-t tekintve az 5%-os kiesO intervallumban bekdvetkezo
valtozasok nem érintik a 95%-0s VaR értéket), igy figyelmen kivil hagyva a pozicié értékének

2 Ttt arra gondolunk, hogy csak a portfdlio értékében a kimenetelek fliggvényében bekdvetkezG valtozasokra
koncentral, az ezzel jard plusz koltségek, felmerild likviditasi problémak, kilénféle pszicholdgiai hatdsok mind kivil
esnek a VaR , 1atokorén”.



valtozasat, vagy a lehetséges nagyobb veszteségeket. Ez pedig rendkivil nagy kockazatokba
viheti bele a csak a VaR-ra figyel6 befektetot.

A kockaztatott érték teremthet Ugynevezett ,moral hazard” helyzeteket is. Az a befektetd, aki
befektetéseihez kockaztatott érték limitekkel dolgozik, szembe keriilhet olyan helyzettel, amikor
az esetek tobbségében nyereséget érhet el, de a kisebb valdszinliséggel bekdvetkezd ,rossz”
események hatasai viszont sokkalta nagyobbakka valnak. Ilyenkor létrehozhato olyan veszteség-
eloszlasu portfdlio, ahol a VaR nem valtozik, ezaltal a befekteto a ,jo” esetekben keres, a ,rossz”
esetekben viszont rendkiviil nagy veszteségeket okozhat a cégének. Ez a helyzet sok befektetdt
felbatorithat, hogy ,jatsszon” a veszteségeloszlassal.

Komplex portfoliok esetében, amelyek tobb kockazati valtozénak is ki vannak téve (pl. a
pénziigyi intézményeknél), a VaR kiszamolasa rendkiviil nehéz feladat is lehet. Az egyik kihivas,
hogy a szamolast nem lehet részekre bontani, ami abbdl kdvetkezik, hogy a VaR nem additiv a
kovetkezd két értelemben:

1. Pozicid szerint: ha egy portfdlié két alportfoliobdl all, a portfdlié teljes VaR-ja nem
egyenld a két részportfdlid VaR-jainak 6sszegével, aminek az a kdvetkezménye, hogy
amennyiben a portfélionkhoz Uj eszkdzt tesziink hozza, akkor Ujra kell szamolnunk a
VaR-t a teljes portfoliora.

2. Kockazati faktor szerint: egy olyan portfélié VaR-ja, amely tobb kockazati tényez6tol
fligg, nem egyenl6 a kiilonb6z6 kockazati valtozdk szerint szamolt VaR-ok dsszegével
(példaul egy atvalthatd kotvény VaR-ja nem egyenlé az értékét befolyasold
hozamgorbe és a kapcsolddo részvényarfolyam VaR-jainak dsszegével).

“A VaR mindig késon érkezik, amikor mar a legrosszabb bekovetkezett”: ez az ismert mondas
abbol kovetkezik, hogy a piaci kockazat méréséhez a lehetséges szcenaridkat historikus
adatokbdl becsiiljiik. Példaul, egy nappal egy piaci felbolydulds el6tt a becsiilt értékek nem
fognak tudni semmit elGrejelezni, ezaltal a VaR elkerilhetetlendl alul fogja becsiilni a valds
kockazatot, és csak napokkal az esemény megtorténte utan észleli csak a valtozast, amikor a
kialakult Uj helyzet adatai is bekeriilnek a felhasznalt historikus adatsorba.

“A VaR-nak semmi értelme”: a VaR becslése, kiiléndsen komplexebb portféliok esetében,
olyan komoly feladat lehet, hogy sokszor a végs6 eredménynek nem lesz relevans statisztikai
értéke. A faktorok, amelyek mellett a becslések kilondsen nehézzé valhatnak, tébbek kozott: a
pénziigyi eszkézok bonyolultsdga, a portfolio dimenzidja, a becslési eljarasi modszerek (pl.
varianciacsokkentd modszerek implementdlasa a becslésbe) illetve a becslések statisztikai
hibdja.

2.1.3 A kockaztatott érték tulajdonsagai

A VaR nem szub-additiv. A szub-additivitds azt a varakozast jelenti, amely szerint tobb
kilonb6zo kockazat 6sszevonasa nem noveli a teljes kockazatot. Egy olyan portfdlié kockazata,
amely tobb kisebb portféliébdl all, ne legyen magasabb, mint a benne szerepl6 portfoliok
kockadzatanak osszege. Egy egyszer(i példan konnyedén be lehet mutatni, hogy milyen



problémakhoz vezethet a szub-additivitdas hianya. Legyen A és B két kiilonb6zd kétvény,
egymastdl kilonboz6 cs6dkockazattal (amennyiben az egyik becsddél, a masik nem). Egy olyan
portfolio, amely ebbdl a két kotvénybdl all kénnyen meglehet, hogy magasabb VaR-ral
rendelkezik, mint a két kétvény kiilonallé VaR-janak dsszege.

Kimenetel A B A+B Valoszinliség
1 70 100 170 3%
2 90 100 190 2%
3 100 70 170 3%
4 100 90 190 2%
5 100 100 200 90%

Tegyik fel, hogy a kotvények jelenlegi értéke megegyezik a kétvény kifizetéseinek varhatd
értékével a fenti valdszin(iségi mérték szerint (98,9 a mi esetiinkben). Ekkor az 5%-0s VaR:

A B A+B
Jelenlegi érték 98,9 98,9 197,8
VaR 5% 8,9 8,9 27,8

Ezek utan képzeljik el, hogy ezt a portfélidt a VaR értéke szerint minimalizaljuk. Az eredmény
egy olyan portfdlié lenne, amely vagy tisztan csak A vagy tisztan csak B kotvénybdl alina,
teljesen szembemenve a diverzifikacios elvvel.

Ezen hatranyok kikiiszobolése végett keriiltek megfontolasra a kdvetkezd részben szerepld
kockdazati mutatok.

2.2 Feltételes Kockaztatott Erték

A feltételes kockazatott értéket (Conditional Value-at-Risk - CVaR), mint a VaR természetes
alternativajat mutattak be. A CVaR arra a kérdésre keresi a valaszt, hogy mekkora lesz a varhatd
veszteséglink az esetek legrosszabb (1 — a) * 100%-aban, egy el6re adott iddintervallumon. A
VaR-hoz képest itt a ,varhatd veszteség” a lényeges kiilonbség, mert mig a VaR azt mondja
meg, hogy mi lesz az esetek a * 100%-aban, az (1 — a) * 100%-o0s intervallumrél nem mond
semmit, a CVaR viszont pont a kimaradd (1 — a) * 100%-0s eseményekrdl ad informaciét, azt,
hogy mi a varhatd értéke az itt bekovetkez6 eseményeknek. A feltételes kockaztatott értékkel
rengeteg tanulmany foglalkozik, s sokszor teljesen kiilonalld mddon definidljak, emiatt tobb
ekvivalens definicid is létezik ra, sot sokszor sokféleképpen nevezik. A 4. Fliggelékben szereplo
harom definici6 ugyanazt az értéket adja meg, valamint a tobb tanulmanyban is definidlt
"varhato sulyos veszteség” (Expected Shortfall, ES) azonos az altalunk hasznalt feltételes
kockaztatott értékkel, igy a tovabbiakban a két elnevezést egymas szinonimajaként fogjuk
hasznalni.



Nyereség Veszteség

M

2.2 abra: Egy veszteség eloszlas 5%-os feltételes kockaztatott értéke

A CVaR kiszamitasahoz tulajdonképpen atlagoljuk az a-nal nagyobb VaR-okat. Ebbdl jon a
feltételes kockaztatott érték elnevezés is, hiszen a mutatd nem mas, mint az X veszteségeloszlas
varhaté értéke feltéve, ha az nagyobb, mint a VaR,(X).

A feltételes kockaztatott érték kikiiszoboli a VaR talan legvitatottabb két hibajat. A CvaR
szub-additiv, valamint a kiiszobérték utani veszteségeket is méri, hiszen tulajdonképp azok
atlagat veszi.

2.2.1 A CVaR tulajdonsagai

A feltételes kockaztatott érték ,jobb” mutatd, mint a kockaztatott érték, mert kisebb eséllyel
general ,furcsa” eredményeket, valamint a portfélié optimalizacié konnyebb, mert mig a CVaR-
nal érvényesiil a diverzifikacids hatds, a VaR-nal nem feltétleniil?, amint a fenti példaban is
bemutattuk (s6t, a VaR sokszor nem ad egyértelmli megoldast optimalizacids problémakra).
Azonban a CVaR gyakorlati alkalmazasa csak kelld koriiltekintés mellett javasolt, mert a
hatékonysaga erdsen fligg az alkalmazott becslési, illetve utantesztelési moddszerektol. A
farokeloszlas pontos becslése kiilondsen fontos, s a legtdbb esetben pont a farok eseményekrdl
all rendelkezésre a legkevesebb adat a kockazatkezelok szamara.

Egy masik hatranya az CVaR-nak (csakigy, mint a VaR-nak), hogy 0 sulyt helyez az «
szignifikanciaszint alatti kvantilisekre, ezaltal konzekvensen potencidlis informaciét dob el. Az
alabbi egyszer( példa jol mutatja ezt a hatranyt:

3 Lasd a Flggelék 4-et.



Kimenetel A B Valbszinliség

100 100 90%
70 100 5%
70 70 5%

Lathato, hogy az 5%-os szignifikanciaszint mellett a CVaR — a VaR-hoz hasonléan — ugyanazt
az eredményt adja mindkét portfdlié esetében, azonban az is lathatd, hogy az A portfélid
kockazatosabb B-nél, hiszen az értékvesztésének kockazata (bekOvetkezési valdszinlisége)
nagyobb, 10%.

2.3 ,Ragasztott” VaR

A kockazatott érték természetes alternativajaként bemutatott feltételes kockaztatott érték sok
szempontbdl ,jobbnak” bizonyult, mint a VaR. Erdekes kérdés, hogy annak ellenére, hogy
latszélag jobb, a CVaR mégsem terjedt el széles kdrben. Ennek magyarazata egyszerd a
befektetési szemlélet(i kockazatkezelés esetében: a feltételes kockaztatott érték alapjan vald
kockazatkezelés lényegesen magasabb tokét igényel.

Vizsgaljuk meg a problémat egy egyszer(ibb példan: a portfélionk mai értéke legyen 150
millidrd Ft, a portfolid egységnyi id6 (pl. 1 év) mulvai értéke normalis eloszlast kovet 170 milliard
Ft varhato értékkel és 17 millidrd Ft szérassal. Ebben az esetben 95%-0s konfidencia intervallum
mellett a portfolid kockaztatott értéke 7,96 milliard Ft, mikdzben az ugyanehhez a konfidencia
intervallumhoz tartozé feltételes kockaztatott érték 15,02 milliard Ft, vagyis majdnem kétszer
annyi. Erthetd tehadt, hogy amennyiben a bdzeli szabalyozds a tSkemegfelelést a pénziigyi
intézmény 95%-os feltételes kockaztatott értékén irna eld, akkor a jelenlegihez képest a
toketobblet-igény rendkiviil magas volna. (A példaban szereplé nyereség-veszteség eloszlas
raadasul normalis eloszlasu volt, a valésagban ennél sokkal vastagabb fark( eloszlasokkal
talalkozunk, ami még tovabb ndveli a tokeigényt.)

Ennek a problémanak az athidalasara J. Belles-Sampera et al. [29] az altaluk Un. ragasztott
VaR-ként (Glue VaR) hivott kockazati mértéket definialtak. A ragasztott kockaztatott érték
tipusu kockazati mértékek jellemzdje, hogy tobb VaR tipust kockazati mérték kombinacidjaként
all 6ssze. Az igy kapott kockazati mérték magaban hordozza mindkét kockazati mérték el6nyeit,
hiszen az egyes alkotdelemek sulyanak alkalmas megvalasztasaval a CVaR bizonyos elOnyeit
megtartva kaphatunk olyan kockazati mértéket, amely nem ir el irraciondlisan magas t6ke-
megfelelési igényt.

VaR (95%) | VaR (99%) | CVaR (95%) | CVaR (99%) | GlueVaR (95%,99%)

7,96 19,55 15,02 25,15 9,88

A fenti tablazatban 6sszehasonlitasként kiszamoltuk az el6z6 példa még néhany jellemzojét,
koztlik a ragasztott VaR-t is azzal a feltétellel, hogy 80%-ban a 95%-0s VaR, 15%-ban a 95%-0s
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CVaR-t és 5%-ban a 99%-os CVaR-t vessziik figyelembe. Azaz A&ltaldnosan az «,f
konfidenciaszintek mellett és w, , stlyok mellett

GlueVaR;‘;;);“’2 (X) = w1CVaRg(X) + wyCVaR,(X) + (1 — wq — wz)VaR,(X).

Egy nagyon hangsulyos tulajdonsaga a ragasztott VaR-nak, hogy a dontéshozd két kiilon
konfidenciaszintet hataroz meg, egyet a ,rossz esetekheZ', egyet pedig a ,nagyon rossz
esetekheZ'. Ezaltal egy kockazatker(ild dontéshozd lényegesen magasabb sulyt adhat a ,,nagyon
rossz” eseteknek, mig egy magasabb kockazatétvaggyal rendelkez6 dontéshozo inkabb a ,rossz”
esetekhez rendel magasabb sulyt.



3 Osszegzés

A korabbi optimalis addssagportféli6 modell VaR (értékkockazat) és ICaR (kamatkockazat)
mutatokat alkalmazott az egyes portfolid-szerkezetek koltség és kockazat szempontu
jellemzésére, és ez alapozta meg az optimalis portfoliok halmazanak kijelolését is. A 2007-2008-
ban kezd0dott valsag hatdsai kozott szerepelt az is, hogy a VaR-ral kapcsolatosan emlitett
kritikdk materializalédtak: a modell nem vehette figyelembe a hirtelen bekovetkez6 nagy
veszteségeket és a pénziigyi piacokon bekOvetkezett paradigmavaltasokat. Ez is indokolja azt,
hogy az AKK megvizsgélja, hogy a VaR mellett (vagy esetleg ahelyett) milyen mas kockazati
mértékeket lehet beemelni az Uj modellbe, ami javithatja a modell el6rejelz6 képességét.

Az elemzés alapjan a VaR mellett javasoljuk a fent ismertetett méroszamok koziil a
CVaR tipusu kockazati mutatok beemelését az aj modellbe. Az egyes portfdlid-
Osszetételek esetén azok feltételes ICaR-jat is célszer(i elemezni és az optimalizacid soran
figyelembe venni. A ragasztott VaR tipusu mértékek hasznalata érdekes lehet, azonban nem
kilénosebben indokolt és a sziikségesnél bonyolultabba tenné a modellt. Az allamaddssaghoz
kapcsolddd kockazatok kezelésekor nem egy veszteséget csokkentd sziikséges tékére vagyunk
kivancsiak, hanem a lehetséges felmeriild koltségtobbletre. A ragasztott VaR erGssége pedig
pont az, hogy a CVaR tulajdonsagait bizonyos mértékben megtartva képes alacsonyabb
tokesziikségletet eldirni.

A nemzetkdzi példak alapjan a kulfoldi adossagkezel6k is a kockazatkezelés teriiletén
megszokott VaR tipusi mértékeket hasznaljdk modellezésiik soran, a VaR mellett tdbb
modellben megjelenik a CVaR alkalmazasa is.

Az AKK 0j optimdlis addssagportfoli6 modelljébe vald beépités elStt természetesen
tesztelésnek sziikséges alavetni a felhasznalandd mutatészamokat, azokat tobb szempontbdl is
megvizsgaljuk majd, mint példaul azok érvényessége, mérésbeli elbnyei vagy hatranyai.
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Fliggelék 1: Alapveto valdsziniiségszamitasi
fogalmak

A kockazati mértékek teljeskor(i elemzéséhez szilkséges az egyes mérOszamok mogott
meghlzédd matematikai és statisztikai elméletet is behatéan vizsgalni, ennek eredményét
tartalmazza ez a fiiggelék.*

Valoszinliségelméleti attekintés

A valdszinlségszamitas a véletlen kimenetel(i kisérletekkel foglalkozik. Kicsit formalisabban,
tekinthetjiik véletlennek azokat a kisérleteket, jelenségeket, amelyek kimenetelét a
rendelkezésiinkre all6 ismeretek alapjan nem tudjuk elére meghatarozni. Legyen a mi
példankban ez a kisérlet a kockadobds. A lehetséges kimeneteleket egy halmazzal, az
eseménytémrel modellezzik, ezt az anyag hatralévé részében Q-val fogjuk jeldlni. A kockadobas
esetében az eseménytér elemei a kdvetkezdek: Q = {1,2,3, 4,5, 6}. Az eseménytér egyes elemeit
a valdszinliségszamitas elemi eseményeknek hivja, ezeket w-val fogjuk jeldlni a tovabbiakban,
mondhatni az elemi események a lehetséges kimenetelek.

Ezen kimenetelek egy tetszOleges részhalmazat fogjuk eseményeknek nevezni. Diszkrét,
avagy véges eseménytér esetén kdnnyen interpretalhatdak az események, pl. a kockadobasi
kisérletben, ha a paros szamokrol beszéllink, akkor egyértelm(, hogy mely események keriilnek
az igy definialt részhalmazba. Amennyiben az eseménytér végtelen sok elemet tartalmaz, akkor
az események leirdsdra a lehetséges eseményeket tartalmazé F halmazt vessziik alapul®.
Tegyik fel, hogy a kockadobas kimenetele w € O az esemény pedig legyen A € F, példaul a
paros szamok Q-n, ekkor a kisérlet kimenetele szerint, ha w € 4, akkor A bekovetkezett, vagyis
paros szamot dobtunk, vagy pedig w ¢ A, tehat paratlan szamot dobtunk.

A harmadik objektum, amelynek megismerése elengedhetetlen a tovabbiak megértése
szempontjabdl maga a valdszinliségi mérték® (matematikai jeldlése: P : F — R). A valdszinliségi
mérték fogalma a relativ gyakorisagbdl szarmaztathatd, ugyanis azt szeretnénk, hogy egy
esemény valoszinlisége azt fejezné ki, hogy a kisérletek korilbeliil hany szazalékaban kovetkezik

4 A nemzetkozi szakirodalom elsGsorban a befektetOk oldalardl vizsgaljak a kockazatokat, azaz leegyszerisitve a
kockazat mérése elsGsorban az adott portfdlié értékének vagy egy befektetés kifizetési Gsszegének csokkenéséhez
(veszteséghez) kapcsolddik. Az addssagkezelés értelemszerlien az ellenkezGjében érdekelt, itt az addssag-portfolid
értékének novekedése, illetve az addssdgelemeken elszenvedett magasabb kifizetés bekovetkezése jelenti a
kockazatot. Ezen eltéré interpretacid azonban nem befolyasolja a kockdzati mértékek tulajdonsagainak vizsgalatat, igy
a kockazat értelmezésében — ebben az anyagban — a szakirodalomban hasznalatos befektet6i szemléletet kovetjiik.

> Az F halmazrendszert (n. o-algebranak hivjuk, ha 1) Q € F, Q a biztos esemény; 2) Ae F = A€ F, ha A
esemény, akkor a komplementere is; 3) 4;,4,,.. € F = UA; € F, megszamlalhatd sok esemény unidja is esemény

6 Egy P : F - R halmazfiiggvényt valdszinliségi mértéknek hivunk, ha 1) VA € F: P(4) = 0, minden valészinliség
nem negativ; 2) P(Q) = 1, a biztos esemény valdszinlisége 1; 3) Ha 4;, 4,,.. € F paronként diszjunkt események,
akkor P(UiZ1 4;) = £i21 P(4)).
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be az esemény. A valdszinliségi mértékre gondolhatunk Ugy is, mint egy sulyozd fliggvényre,
amely adott eseményekhez rendel hozza sulyokat, nagyobb sulyt adva gyakrabban bekovetkezo
eseményeknek.

A (Q,F,P) harmast valoszinliségi mezonek nevezziik, leegyszerlisitve, ez a harmas adja meg
a valaszt a hol, mit és mikor kérdésekre. Az eseménytér mondja meg, hogy hol van definidlva a
probléma, mig az F részhalmaz tartalmazza az eseményeket, végiil pedig a valdszinliségi mérték
adja meg az egyes események sulyait, bekovetkezési gyakorisagat, valdszinliségét.

Valdszintliségi valtozo, eloszlas

A pénziigyi kockazatok mérését neheziti, hogy az egyes események bekovetkezését, de még
azok bekovetkezésének valdszinliségét sem adja meg valamely egyszer(i szabaly (nincs olyan
szabalyszer(iség példaul, hogy minden esetben egyik nap felfelé, masik nap lefelé mennek az
arfolyamok.) Az arfolyamok véletlenszer(en valtoznak, igy példaul egy portfélié értéke adott ido
mulva széles skalan eltérhet a kiindulasi értéktol. A befektetd szamara ez okozza a kockazatot,
igy ha ezt a kockdzatot mérni szeretnénk, akkor a lehetséges jovébeni portfélid értékeket és
azok bekdvetkezési valdszinlségét kell vizsgalni. Mivel a portfélié értéke nem
determinisztikusan, hanem véletlenszer(ien valtozik, ezért annak alakulasa egy un. valdszin(iségi
valtozo, ami tulajdonképpen egy fliggvény, amely azt irja le, hogy — a példankban — a portfélié
értéke hogyan alakulhat (pl. 100%-o0s kiindulasi érték utan az értéke 70% és 125% kozott
alakulhat, de hogy pontosan mennyi lesz, azt nem tudjuk).

Formalisan, legyen (Q,F,P) egy valoszinliségi mezd, ekkor egy olyan X : Q —» R mérhetd
fliggvényt valdszin(iségi valtozonak’ neveziink, ami az véletlent6l fiiggd eseményekhez
szamokat rendel.

Minden valdszin(iségi valtozd meghataroz egy eloszlast. Egy valdszinliségi valtozd eloszlasat
az eloszlasfiiggvénye segitségével tudjuk leirni. Jeldlje az X valdszinliségi valtozd
eloszlasfliggvényét az Fy : R — [0,1], ahol Fyx(x) = P(X < x),x € R. Az Fx(x) azt mondja meg,
hogy mi a valdszinliségi annak, hogy az {X < x} esemény, azaz a fenti példankban a portfdlié
értéke kisebb lesz mint x szazalék. Az eloszlasfiiggvény 0 és 1 kozotti értéket vesz fel, tehat az
egyes kimenetelek bekovetkezésének valdszinlisége legalabb 0% (soha) és legfeljebb 100%
(biztos bekovetkezés). Az 4.2 abran egyes ismert eloszlasok eloszlasfiiggvényét és
slr(iségfiiggvényét® dbrazoltuk. Zardjelben az eloszlasok paraméterei lathatdak.

X-et tobbféleképpen is interpretalhatjuk, lehet gy is gondolni ra, mint nyereség-veszteség
eloszlasra (ilyenkor, ha X(w) > 0, akkor nyereségiink keletkezik, ha pedig X(w) < 0, akkor
veszteségiink), ha azonban veszteségeloszlasként értelmezziik, akkor az X(w) > 0 jelenti a
veszteséget, tehat ebben az esetben a veszteséget pozitiv értékként definialjuk, de

7 Az X: Q- R leképezést valdszinliségi valtozonak nevezziik, ha minden x € R szamra {w € Q : X(w) < x} € F.
Tovabba, X az sszes ilyen X halmaza, vagyis minden Q-n értelmezett leképezés benne van X-ben.

8 Az X valdszinliségi valtozd abszollt folytonos eloszlasu, ha létezik olyan nem negativ f fliggvény, hogy Fy(x) =
PX <x)= ffw f(s)ds. Az f flggvényt a valdszinliségi valtozo slirliségfiiggvényének hivjuk.
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hivatkozhatunk X-re, mint egy adott portf6li6 hozamara is. X minden esetben a pozicidban
szerepld bizonytalansagot irja le.?

Eloszlasfiiggvény Siiriségfiiggvény

o8 ——Egyenletes eloszlas (0,1)

o) Normaliseloszlas (0,1)

0.6 1 —s—Exponenciilis eloszlas (2)

—s-Lognormalis eloszlas (0.1)

04 ——Egyenletes eloszlas (0.1)
Normalis eloszlas (0.1)
—e—Exponencialis eloszlas (2)

-a-Lognormaliseloszlas (0.1)

0.0 n 0.0 .
300 200 100 000 100 200 300 400 300 200 00 0.00 100 200 300 400

4.2 abra: Ismert eloszlasok eloszlasfiiggvénye és slirliségfliggvénye

Farok. az eloszlasok azon része, ahol a legkisebb az eloszlas értéke. Farokeloszlasrol akkor
beszéliink, amikor nem a teljes eloszlas, hanem csak annak egy része (a kiugr6é értékek)
érdekesek szamunkra. A farokeloszlasnak kdzponti jelentGsége van a kilonféle kockazati
mutatdk kiszamolasakor, hiszen sok esetben egy pozicid kockazatakor épp a legrosszabb
kimenetel(i események érdekelnek minket, ezek pedig pont az eloszlas farkaban szerepelnek®,

Eloszlasok alapveto mutatészamai

Az aldbbiakban az eloszlasok néhany altalanosan ismert jellemz6jét mutatjuk be. Ezek jo
alapot biztositanak ahhoz, hogy egyszer(i informaciokat kapjunk az eloszlasrél. Az atlag elméleti
megfelelGje az eloszlasok tekintetében a vdrhato érték, E(X). A varhatd érték a lehetséges
kimenetelek valdszinliséggel sulyozott dsszegét jelenti:

E(X) = in-P(X —x), EX) =f %+ f(0)dx,
i=1 -
amennyiben ez az érték létezik (nem végtelen). Diszkrét valdszinliségi valtozok esetén a
szumma, mig folytonos valdszinliségi valtozok esetén az integral érvényes!l. Az analdgia a két
esetben konnyen lathatd, hiszen folytonos esetben x jelenti a lehetséges kimenetelt, mig f(x) a
kimenetelhez tartozd sulyt. Tovabbi altaldnos mér6szam a varhatd értéktdl vett atlagos
négyzetes eltérés, vagy mas néven a variancia:

D*(X) = E(X — E(X))?

Szokas még a variancia négyzetgyokét is mérni, az Ugynevezett szorast. A szoras a varhatd
értéktol vett atlagos tavolsagot méri, nincs kilon tekintettel a negativ illetve pozitiv eltérésekre,
valamint egyaltalan nem figyel a kiugrd értékekre. Emiatt a szoras alkalmazasa, mint kockazati

9 X(w) egy tetszbleges kimenetel, a kockadobasnal példaul azt mondja meg, hogy mennyit dobtunk.
10 A valdszinliségeloszlasok farkainak viselkedésével az Extrémértek Elmélet foglalkozik.
11 Tulajdonképpen az integralas is 6sszegzés
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mérték igencsak meggondolandd. Az egy adott ponttdl vald tavolsdgot mér6 kockazati
mutatdszamokat hivjuk devidcio mértékeknek, ezekkel a késdbbiekben még foglalkozunk.

Alapveté mérészamok még a median, a g-kvantilis, és a mdédusz. A medidn a nagysag szerint
sorbarendezett értékek koziil a kdzépsd, matematikailag:

Median(X) = inf {x € R|P(X <x)z %}

A modusz az a szam, ahol a s(r(ségfiiggvény maximalis, azaz a leggyakrabban el6forduld
kimenetel. A median és a modusz sokszor nem egyértelmd, valamint fontos megjegyezni, hogy
legtobbszor a varhatd érték, a median és a modusz nem esnek egybe. A g-kvantilis az a szam,
amelytdl balra g, jobbra pedig 1 — g valdszinliség esik. A kvantilis alapt kockazati mértékekrdl
késObb részletesebben beszéliink még, hiszen ebbe az osztalyba tartozik a VaR (kockaztatott
érték) is.

Tovabbi két alapvetd mutatét érdemes még bevezetni az eloszlasokra vonatkozdan: a
ferdeséget és a csucsossdgot. Az X valdszinliségi valtozd ferdesége azt fogalmazza meg, hogy
mennyire nem szimmetrikus a valdszinliségi valtozo eloszlasa, matematikailag:

E[(X —m)*]
3’
(E[(X —m)?])2
ahol E(X) = m. A B; = 0 jeldli a szimmetrikus eloszlast, mig a 5; > 0 mutatja, hogy az eloszlas
stirliségfiiggvénye mennyire jobbra nyllik el, a p; <0 pedig, hogy mennyire balra. Az X

valoszinliségi valtozd csucsossaga pedig azt fogalmazza meg, hogy a valdszinliségi valtozd
stiriségfiiggvényének ,csticsossaga” hogyan viszonyul a normalis eloszlaséhoz, matematikailag:

EICx —m)*]
b = o —mme >

1=

ahol m tovabbra is az X valdszin(iségi valtozo varhatd értékét jelenti. Normalis eloszlas
esetén B, = 0. 5, > 0 a normalis eloszlas slrlségfiiggvényénél csicsosabb, mig a g, <
0 laposabb s(ir(iségfliggvényl eloszlast jeldl.

Statisztikai attekintés

Az (Q,F,P) harmast statisztikai mezoének hivjuk, ahol QO nemires halmaz (eseménytér), F o-
algebra (események csaladja), P pedig a szoba johet6 valdszinliségi mértékek csaladja, azaz
P = {Py|9 € 0}, ahol Py valdszinliségi mérték. A @ halmazt paramétertémek hivjuk. Fontos
kilonbség a korabban definidlt valdszinliségi mez6 és a statisztikai mez0 kozott, hogy a
valdszinliségi mezon ismertnek feltételezzik az eloszlast, mig a statisztikai mezén nem. Ennek
szemléltetésére nézzikk a kovetkez6 példat: jeldlje az N(u,02) a u varhatd értéki és o2
variancidgja normalis eloszlast. A normalis eloszlast ez a két paraméter egyértelmiien
meghatarozza (vagyis, ha ezt a két értéket tudjuk, akkor mindent tudunk az eloszlasrdl). Tegylik
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fel tovabba, hogy valamely X eloszldsrdl ,sejtjiik”'2, hogy az normadlis eloszldst, azonban a
varhato értékét és variancidjat nem ismerjiik, rendelkezésiinkre all azonban egy adathalmaz,
amely ebbll az X eloszlasbol vett kisérletek (vagy multbéli adatok) halmaza. Ekkor a
paraméterteriink © = {9 = (y, 0?)|u € R, 0 > 0}, vagyis minden valds szampar, amelyre a széras
pozitiv. A matematikai statisztika alapfeladata, hogy eldontsiik, mely szamparral irhatjuk le
legjobban az X eloszlast.13

Egy X = (X1, X5, ... X,): Q> X € R" valdszinlségi valtozét (n elemd) mintanak nevezink,
ahol X a mintatér, n pedig a minta nagysaga, vagy elemszama. Az X; koordindtak a minta
elemei.l*1> Ezentdl még definidljuk az Ugynevezett statisztikat. A statisztika a mintatéren
megadott fliggvény: T:X — Rk. A két legismertebb statisztika a mintadtlag és a korrigalt

tapasztalati szorasnégyzet.
n n
1 , 1 e
EZXL': T(X) =Sk =mZ(Xi—X)
=

i=1

T(X) =X

A mintadtlagbdl a valdés eloszldas varhatd értékére, mig a korrigdlt tapasztalati
szorasnégyzetbdl a valds eloszlas variancidjara kovetkeztethetiink.

A matematikai statisztikan bellil a becsléselmélet foglalkozik az eloszlasok paramétereinek
meghatarozasaval, mig a hipotézisvizsgalat hasznalhatdé arra, hogy elddntsik bizonyos
konfidencia szinten elfogadhaté-e egy adott feltételezés. Végil megjegyezzikk, hogy a
matematikai statisztika ,milkodését” a kilonféle hatareloszlas tételek, valamint a statisztika
alaptétele biztositjak, amely azt mondja ki, hogy ha elég sok medfigyelést végziink (vagy
elegendd empirikus adat all rendelkezésiinkre), akkor tetszleges pontossaggal visszakapjuk a
valédi eloszlast.

12 A matematikai statisztika vilagaban csak sejtéseink vannak. A portfoliomodellben is csak adott bizonyossagi
(konfidencia) szint mellett tehetiink kiilonféle megéllapitasokat.

13 Természetesen nem csak paraméteres feladatok fordulhatnak el6, sok esetben egyaltaldn semmilyen fogalmunk
nincs a széban forgd eloszlasrdl, ilyenkor P jelentheti akar az 6sszes lehetséges valdszinliségi mértéket is.

14 X latszolag eltér6 definicidja Osszezavarhatja az olvasét, azonban mig a kordbbi definicidban ismertiik X-et,
addig egy statisztikai felallasban csak szimulalt, vagy mdultbéli adatokra tamaszkodhatunk, am ezek az adatok
ugyanigy meghatdrozzak a valds eloszlast, ezért nem fogjuk kiilon jeldlni a kett6t.

15 Az X ebben a kontextusban is az egyes kimenetelekhez rendel valamilyen véletlen értéket, azonban most csak
véges sok (egészen pontosan n) pontban ismerjiik ezeket az értékeket.
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Fliggelék 2: Kockazati mértékek

A pénzigyi termékekben rejlé kockazatok mérése a kilonféle pénziigyi instrumentumok
elterjedésével parhuzamosan terjedt el. Azonban mig kezdetben csak a varhatd értéktdl vald
atlagos eltérést (szdras) definialtdk kockazati mértékként az egyre bonyolultabb termékek
megjelenése, illetve a szabalyozdi kornyezet szigorubba valasa egy teljes tudomanyag
kialakulasahoz vezetett, melynek feladata, hogy minél hatékonyabban leirhatéva valjon az egyes
piaci pozicidkban rejld kockazat. A derivativ termékek megjelenése, illetve a 90-es évek valsagai
hatadsara iranyult mind nagyobb figyelem a kockazatkezelés hatékonyabb modszerei felé. A
Bazeli szabalyozas létrejotte pedig a feleldsebb gazdalkodas felé terelte a piaci szereplGket. Az
optimalis portféliomodellben is kozponti szerepet jatszanak az egyes kockazati mértékek,
ugyanis ezek alapjan tudjuk meghatarozni, hogy mely portfélid-6sszetételek vagy kibocsatasi
stratégiak ,jobbak” a tobbihez képest.

A szoras (félszoras, variancia ... stb.) alkalmazasa mar nagyon koran, tébb ponton is
vitathatdéva valt, mint hatékony kockazati mutatészam, hiszen a kockazatkezelést a negativ
irdnyu megvaltozas (koltségnovekedés, értékcsokkenés) érdekli, ennek bemutatdsara pedig
alkalmatlannak bizonyult. A derivativ termékek megjelenése hozta magaval az un. ,,gérégok’-et
(a derivativ termék értékének valtozdsa valamely kiils6 tényez6 megvaltozasanak hatasara),
amelyek hatranya viszont, hogy a poziciét a hattérben befolyasold tényezdk (idS, részvényérték
stb.) minddssze egyikének megvaltozasakor jelentkezO kockazatot képes mérni, s ezaltal
alkalmatlan a komplexebb portfélidkban szerepld kockazatrdl egy altalanos képet adni. A Bazeli
szabalyozas hatasara keriilt el6térbe a VaR, amely konny( érthetGsége és interpretalhatdsaga
miatt viszonylag révid id0 alatt a kockazatkezelés alapvetdé mér6szamava valt. Akadémikusok
azonban mar roviddel a megjelenése utan figyelmeztettek hibaira, am ezek a figyelmeztetések
nem jutottak el sem a pénziigyi piac szereplGihez, sem pedig a felligyeleti szervezetekhez. Csak
az elmult években bekovetkezett pénziigyi piaci valsag utan fordultak Gjra az akadémikusokhoz
Uj, hatékonyabb kockazati mértéket keresve.

A VaR megjelenését kovetéen a tudomanyos vilag rogton megjelentette kritikait az Uj
mértékkel kapcsolatban. Az elsd Gttor0 alkotast 1999-ben publikaltdk Artzner et al. [4],
tanulmanyukban a kockazati mérték ,keresését” teljesen Uj alapokra helyezték. Ahelyett, hogy
egy Uj kockazati mutatdszamot alkottak volna, definidltak egy axiomarendszert, amely rendszer
a mérészammal szembeni elvarasaikat rogzitette, majd ezutdn ebben az axiomatikus
kornyezetben probaltak meg megtalalni az alkalmas mutatdszamot. Ezt a mddszert alkalmazzak
azébta is az akadémikusok, ha kockazati mértékekkel foglalkoznak.

Jelen tanulmany csak egy periddust kockdazati mértékekkel foglalkozik. Ezalatt olyan
mutatdkat értiink, amelyeket csak egy idGintervallumra definidlunk. Példaul egy tetszdleges t
idében induld T pillanatig szamolt egy periédusu kockazati mérték azt mondja meg nekiink,
hogy a t pillanattdl a T-ig mekkora kockazatot vallalunk (a legtdbb esetben: hogyan valtozik a
portfdlio értéke), anélkil, hogy foglalkoznank azzal, hogy mi torténik a kdztes idében. Altalaban
a t =0 (jelenbeli kiindulasi allapot) esettel fogunk foglalkozni. Dinamikus kockazati mértékrol
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abban az esetben beszéliink, ha a kockazatot egy a [t, T] idGintervallumon definialt ,id6racson”
mérjik, és az ido eldrehaladtaval a T-ig vallalt kockazat dinamikusan valtozik a beérkez6 Uj
adatok fiiggvényében. Az ilyen mértékek, amennyiben kelléen precizen definialtak, képesek
pontosabb eredményeket produkalni, mint az egy periddusos tarsaik, azonban komplexitasuk
miatt sokszor egész egyszer(ien nem éri meg alkalmazasuk. A dinamikus kockazati mértékek
kutatasa kiviil esik jelen anyag terjedelmén (a témaban kutattak: [40], [49], [14], [5], [12]). A
legismertebb kockazati mérték a VaR (Value-at-Risk — Kockaztatott érték) is egy peridduson
definialt, azt mondja meg nekiink, hogy egy el6re rogzitett idohorizonton az esetek A%-aban
mekkora minimalis veszteség keletkezhet a pozicidnkon, vagy mas megfogalmazasban mekkora
a maximalis veszteség az adott portfdlion az esetek (1 — A)%-aban.

Mi a kockazati mérték?

A kockdzati mérték egy eloszlasokon értelmezett valds érték(i leképezés (fiiggvény),
jelélésiinkben: p: X — R.1® Az X vagy Y minden esetben egy valdszin(iségi valtozot fog jelenteni,
az ezeket tartalmazdé halmazt pedig X-szel fogjuk jeldlni, vagyis X az Osszes valdszinlségi
eloszlas halmaza. Ezen valdszinliségi valtozdkra gondoljunk gy, mint egy pénziigyi eszkdz, vagy
portfolid értékvaltozasa mogotti véletlenre. Ezaltal a kockazati mérték egy véletlen kimenetellel
rendelkezd eseményhez rendel egy valds szamot, ami az eloszlasrdl ad informaciét. Itt nem egy
darab kimenetelhez (X(w)), hanem a lehetséges kimenetelek 6sszességéhez (az eloszlashoz)
tartozik az adott érték. Az e definicién tilmené megkdtések mar mind specidlis kockazati
mértékeket hataroznak meg. TetszOleges megkotéseknek eleget tevé kockazati mértékeket az
adott megkotések altal meghatarozott osztdba tartozénak nevezziik. A megkotéseket
axiomaknak, vagy tulajdonsagoknak nevezziik.

Artzner et al. [4] 1999-es tanulmanyukban példaul ugynevezett elfogadasi tartomanyok
szerint definialjak a kockazati mértékeket. Elgondolasuk szerint egy pénziigyi pozicidhoz tartozik
egy Véletlen kifizetés az intervallum lejaratakor (a kilonféle kimenetelek), ekkor a kockazati
mérték az O altaluk alkotott rendszer szerint egy elfogadasi tartomanyba vald keriilés
Jtavolsagat” méri. Ez a latszdlag absztrakt elgondolas konnyen lefordithatd, gondoljunk arra,
hogy ahhoz, hogy egy befektetésbe belevagjon, a kockadzatkezelonek elfogadhatd szinten kell
tartania a lehetséges veszteségeit, igy az elfogadasi tartomany ebben az interpretacidban az a
varhatd veszteségi kiiszob, ami felett mar belevagunk a befektetésbe. A kockazati mérték pedig
ebben az interpretacidban értelmezhetd ugy is, mint az a mennyiségli készpénz, amit az adott
pozicid mogé rakva fedezni tudjuk a lehetséges veszteségeinket (az elfogadasi kiiszobnek
megfelelden). Ezt a megkozelitést alkalmazza ma széles kérben a kockazatkezel6i szakma, a
Bazeli ajanlasban megfogalmazott kovetelményrendszer pontosan egy ilyen kiiszob
meghatarozasat irja eld.

16 A késdbbiekben mindig p-val fogjuk jeldIni a kockazati mértéket, valamint a p(X) = VaR,(X) tipusy jeldlés egy
specifikalt kockazati mértéket jelent.
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A szakirodalom elkiiloniti egymastdl a devidcio és toke-megfelelési mértékeket. A deviacid
mértékek szerint a kockazat egy céltdl vald eltérést jelent (ilyen pl. a szdrds, variancia), mig a
tOke-megfelelési mértékek szerint a kockazat Ugy értelmezhetd, mint a ,sziikséges toke, vagy
prémium” (tobbek kozott ilyen a VaR is). Albrecht [3], valamint Rockafeller et. al. [41] is
kiemelik ezt a kiilénbséget. Mi igyeksziink ennél altalanosabban nézni a kockazati mértékekre,
azonban némely axioma megfogalmazasakor elkeriilhetetlen, hogy néhol a deviacié mértékek,
néhol pedig a toke-megfelelési mértékek szerint értelmezett kockazatra gondoljunk (az osztalyok
részletesebb leirdsa a kovetkezd fejezetben taldlhatd). Allamaddssag-kezelési szempontbdl a
sziikséges toke egyenl6 a felmerlild tobbletkoltséggel.

Kockazati mértékek axiomai

Egy mara egyre inkabb elterjedt modszer, hogy a kockazati mutatdkat egy axiomatikus
rendszerben definidljuk, amelyben ezek az axidémak jelentik e mutatdk altalunk elvart
tulajdonsagait. Egy ilyen rendszerben kivalaszthatok vagy akar konstrualhatéak is kilonféle
mutatdk, amelyek az altalunk definidlt problémakra jo valaszt adhatnak, az axiomak segitségével
pedig a mutatok tobb fontos és hasznos tulajdonsag is levezethetl. A kockazatkezel6 feladata,
hogy kialakitsa azt az axidomarendszert és kivalassza az ezeknek megfeleld mutatd(ka)t,
amelyekkel a leghatékonyabban képes felmérni a vallalt kockdzatot. Ez minden esetben eltéro
lehet, nincs egy egyetemes axidmarendszer, amely minden szempontbdl jobb lenne a tobbinél,
hiszen a kockdzat maga is egy nehezen megfoghaté fogalom. Altaldban inkabb kiilonféle
elvarasokkal rendelkeznek a dontéshozok, s ennek megfelelden lehet kivalasztani, hogy mely
tulajdonsagok segitségével irhatdé le a legjobban az adott probléma. Ezen axidomak tobb
csoportba oszthatéak egyszer(i racionalitds, additivitasi és technikai tulajdonsagok alapjan
(Denuit et. al. [35]). A racionalitasi axiomak foként olyan tulajdonsagokat hataroznak meg,
amelyek a legtébb kockazati mértékre teljesiilnek (pl. monotonitas), az additivitasi axidmak
kockazatok aggregalasaval foglalkoznak, azt irjak le, hogy a kilonféle 6sszevonasok hogyan
hatnak a kockazati mértékre. Végil a technikai axiomak, amelyek foként folytonossagi
tulajdonsagokkal foglalkoznak, ezek jelent0sége leginkabb a matematikai bizonyitasok
szempontjabol érdekes, s a legtébb esetben nagyon nehéz szemléletesen megmagyarazni Oket.
Az alkalmazhatd axidomak alabbi listajal’ nem teljes, s6t mindegyik axiéma vita targyat képezi.

Valosziniiség-eloszlas invariancia (objektivitas)

Gyakorlati szempontbdl talan ez az axioma nevezhetd a legfontosabbnak. A gyakorlatban a
kilonféle eloszlasokat empirikus adatokbodl becsiiljiik, vagy szimulacié révén kapunk képet X-rol.
A valdszinliség-eloszlas invariancia azt allitja, hogy a kockazati mérték nem 6nmagaban X-t0l,
hanem annak mogottes eloszlasatol Fy-tol fligg, vagyis p(X) = p(Fy). Ez a tulajdonsag
biztositja, hogy Fy tartalmazzon minden informaciét X kockazatanak méréséhez. Mashogy leirva:

17 Az axidmakat Ekaterina et. al. [18] szedték Gssze ilyen részletességgel.
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Fxy = Fy = p(X) = p(Y),

vagyis amennyiben X és Y pozicidk valdszinliségi eloszlasa megegyezik, akkor a kockazatuk is
azonos. Példaul, ha X a pozici6 mogotti tényleges véletlenszer(iséget jelenti, Y pedig a
szamunkra rendelkezésre all6 informaciot, vagyis mdultbéli vagy szimuldlt adatok altal
meghatarozott eloszlas, akkor a valdszin(iség-eloszlas invariancia azt mondja meg, hogy
amennyiben a rendelkezésre all6 adatok eloszldsa ,azonos”'8 a valds eloszldssal, akkor az
adatok altal jelzett kockazati mérték is ,azonos” lesz a valdssal. Mas szdval szimulaciéval, vagy
empirikus adatokkal leirhatd a kockazati mérték.

Pozitiv homogenitas

Pénzligyi szempontbdl a pozitiv homogenitds azt allitia, hogy a pozici6 méretének
megvaltoztatdsa egy pozitiv konstanssal, a kockdazat megvaltozasahoz vezet ugyanezen
konstanssal, matematikailag:

p(AX) = Ap(X),

minden 1 > 0 konstansra és X € X valdszinliségi valtozéra. Példaul, amennyiben duplazzuk a
pozicidonk méretét (1 = 2), akkor a vallalt kockazat is duplazddik. Sokan vitatjadk ezen axidma
létjogosultsagat, hiszen sok esetben a kockazat nem linedris mértékben valtozik a pozicid
méretéhez képest. Ilyen eset példaul a likviditasi kockazat.

Monotonitas

Minden X és Y valdszinliségi valtozd eloszlasra, ahol X >V,
pX) < p(Y).

A monotonitas kovetkezménye, hogy ha az els6 eszkéz (X) hozama kimenetelenként nem
kisebb, mint a masik eszkéz (Y) hozama, akkor X kockdzata nem nagyobb, mint Y-é. Tehat, ha
X az egyes kimeneteleken nagyobb nyereséget (kisebb veszteséget) generdl, akkor a vallalt
kockazat is kisebb. Egy masik reprezentacidja a monotonitas axiomanak a kockazatmentes
eszkozzell® a kdvetkezdképp néz ki:

X=>20=pX)<p() =0,

ahol X € X. Szemléletes jelentése: amennyiben az X eszkdz kimenetelei csak szamunkra
kedvezOek (pozitivak) lehetnek, akkor a vallalt kockdzat negativ. Amennyiben a kockazati
mértéket toke-megfelelési szempontbdl definialtuk, akkor a negativ kockazat azt jelenti, hogy
készpénzt vehetlink ki a portféliobol.

Nem-negativitas

18 Természetesen bizonyos hibahataron beliil.
19 Ttt a kockazatmentes eszkézon a matematikai szempontbdl kockazatmentes eszkozt értjiik, amelynél p(0) = 0.
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p(X) =0, valamint p(X) > 0 minden nem konstans X-re. A nem-negativitas ezen formaja a
deviaciéo mértékeknél jellemz6 elvaras.

Ha X >0, akkor p(X) < 0; ha X < 0, akkor p(X) = 0. A tulajdonsag jelentése magatol
értetddd, hiszen, ha X minden véletlen kimenetele szamunkra pozitiv, akkor a hozza tartozo
kockazat nem lehet 0-nal nagyobb, és forditva ugyanez. Ez az axidma a t6ke-megfelelési
szempontbdl definialt kockazati mértékeknél szokott elvaras lenni.

Szimmetria

p(—X) = —p(X), amely egybecseng a nem-negativitasi feltétellel.

p(—X) = p(X), ez a tulajdonsag csak olyan mértékek esetén értelmes, amelyek felvehetnek
negativ értékeket is.

Transzlacio invariancia

a = 0 és C € R konstansokkal a transzlacio invariancia a kdvetkezdképpen irhatd le:
p(X +aC) = p(X) —aC.

Az axioma jelentése az hogy, ha a pozicidonkhoz hozzaadunk (elvesziink, ha C negativ) bizonyos
mennyiségli vagyont (pl. készpénzt), akkor az igy képzett portfolid kockazata csokken (nd).
Gyakorlatban az a =0 vagy a =1 esetek hasznalatosak, s ezek markansan el is térnek
egymastdl, tulajdonképp ez a két kiilon eset kilénbozteti meg egymastodl a deviacid és toke-
megfelelési mértékeket.

Ha a = 0, akkor adott mennyiség(i vagyon hozzdadasa nem csokkenti a kockazatot.20

Abban az esetben, ha @ = 1 akkor adott mennyiségli vagyon hozzdadasakor a kockazat
ugyanennyivel csokken:

pX + C) = pX) - C.
Ha a konstans vagyon pozitiv, vagyis ¢ > 0, akkor
pX + C) < p(X).
Ez az eredmény egyetértésben van a monotonitas tulajdonsaggal; X + ¢ > X.
A transzlacié invariancia magaba foglalja az alabbi esetet is:
pX + p(X)) = p(X) — p(X) =0,

igy kaphatd kockazatmentes pozicid (megfelel6 bizonyossagi szint mellett), ha p(X)-t adunk az
eredeti pozicidhoz X-hez. Ez adja tulajdonképp az egész lényegét, hiszen amennyiben ezt az
Osszeget a pozicionk mellé rakjuk, akkor bizonyos konfidenciaszint mellett ,semlegesitjik” a
kockazatot. Ez az axidma a tOke-megfelelési mértékre jellemzo.

20 Ez az axidma Ugy is ismert, mint a Gaivoronsky-Pflug (G-P) transzlcid invariancia [23].
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Kockazat kockazatmentes C hozammal

A p(C) = —C, bsszefliggés az p(X + €) = p(X) — C feltételbdl kovetkezik. Ha ¢ > 0,
akkor a pozicié stabil, a kockazat negativ. Az ellentéte térténik, ha ¢ < 0.

p(C) = 0, a kockazat nem valtozik a kockdzatmentes hozam hatasara.

Varhatoérték-korlatozottsag

Az axioma annyit mond, hogy a portfolid, vagy eszkdz kockazata mindig nagyobb, mint a
hozama varhato értékének minusz egyszerese.

p(X) = —E(X),

valamint szigoru egyenl6tlenség teljesiil minden nem konstans X esetén. Az axidomat Rockafeller
et. al. [41] vezette be t6ke-megfelelési mértékekre.

Also tartomanybeli dominancia

Deviacid6 mértékek rendelkeznek alsdé tartomanybeli dominancidval, amely a kovetkezo
formaban irhatd le:

p(X) = D(X) < E(X),

nem negativ véletlen valtozokra (X > 0). Az els6 egyenldség csak egy Uj jelolést vezet be a
deviacié mértékekre, ezentul a deviacié mértékeket az irott D-vel jeldljik.

Kockazatok dsszege

Vegyiink két valdszinliségi valtozot: X,Y € X, legyen az altaluk alkotott portfdlid az X + Y.
Szub-additivitas

A szub-additivitds azt allitja, hogy egy portfdli6 kockazata nem nagyobb, mint a benne
szerepld komponensek kockazatanak oOsszege. Mas szdval ,egy fUzid6 nem teremt extra
kockazatot” (Artzner et al. [4]).

pX+Y) < p(X) + p(¥)

Ezen tulajdonsag teljesitése a diverzifikacids hatas teljesiilését jelenti. Artzner et al. [4]
ragaszkodik a szub-additivitashoz, Ugy vélik, hogy ahhoz, hogy egy kockazati mérték koherens
legyen, elengedhetetlen a szub-additivitas, azonban empirikus vizsgalatok azt sugalljak, hogy a
szub-additivitds nem mindig teljesiil a valdsagban. Heyde et. al. [10] cikkiikben ramutattak,
hogy a szub-additivitas sokszor problémakhoz vezet. Néha ugyanis jobban megéri a kockazatos
befektetéssel foglalkozd divizidkat kiilonallo al-cégekbe szervezni, hiszen ezaltal egy kockazatos
tigymenet csodje nem feltétlen rantja magaval a teljes céget, mint ahogy az tortént a brit
Barings Bank esetében is. A bankot 1995-ben a szingapuri divizio vitte cs6dbe mégpedig ugy,
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hogy egy t6zsdei kereskedd hataridés (igyletein 1,4 milliard dollart veszitett, ebbdl pedig
egyértelm(ien latszik, hogy a fuzié néha éppen extra kockazatot jelent.

Comonoton-additivitas

A comonoton additivitas a kovetkezoként irhato le:
pX+Y) = p(X) + p(¥)

Ez a tulajdonsag fiiggetlen és comonoton?! véletlen valtozokra X és Y-ra teljesiil. Szemléletesen
a comonotonitds a tokéletes pozitiv fliggéséget jelenti a komponensek kozétt, a
kbzgazdasagtanban ez annyit jelent, hogy ugyanarra a hatasra teljesen ugyanugy reagalnak a
komponensek, mondhatni comonoton pénziigyi instrumentumok portféliéba valogatdsa nem
tiinteti el az egyes instrumentumokban rejlé egyedi kockazatot.22

Szuper-additivitas

A szuper-additivitds azt allitja, hogy a portfoli6 kockazata /ehet nagyobb, mint a benne
szerepld komponensek kockazatanak dsszege.

pX+Y) = p(X) + p(¥)

Tobbek kozott a VaR is lehet szuper-additiv, ennek elemzésével tobb tanulmanyban is
foglalkoznak: Wirch [30], Embrechts et. al. [36], illetve Dhaene et. al. [28].

Konvexitas

Minden X,Y € Xés 0 < 1< 1 -re a kovetkez6 egyenl6tlenség teljesl:
pAX + (1-A)Y) < ApX) + (1 =2) p(Y)

A konvexitas biztositja a diverzifikacids hatast, sot valdjaban a szub-additivitas és a pozitiv
homogenitds axiomak egy gyengitett formaja. Ertelmezése: ha X eszkoz A sullyal szerepel a
portfdlidban, mig az Y eszkéz 1 — A sullyal, akkor az igy konstrualt X +Y portfolid kockazata
nem lehet nagyobb, mint az eszkdzok kockazatanak azonos sllyozasu dsszege.

Konzisztencia

Valdszinliségelméletben és a matematikai statisztikdban a sztochasztikus rendezés
szamszer(siti azt a fogalmat, hogy az egyik valdszinliségi valtozd ,nagyobb”, mint a masik. A
sztochasztikus rendezést a <, > operatorokkal fogjuk jeldlni. A ,szokdsos” sztochasztikus
rendezés azt mondja, hogy egy valds véletlen valdszinliségi valtozd (X) nagyobb, mint egy
masik valds véletlen valdszinlségi valtozd (Y) a szokasos sztochasztikus rendezés szerint, ha
P(X >x) = P(Y >x) minden x € (—x,»)-re, amennyiben szigori egyenl6tlenség is fennall

21 Egy véletlen vektorvaltozd (X = (Xy,..X,)) comonoton, ha P(X; < xq, .., X, < x,) = i:r{?'”r}n}P(Xi < x;), ahol

(X1, oo s Xp).
22 Comonoton additivitas témaban Dhaene et. al. [26], [27], Wang és Dhaene [50] kutattak.
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néhany x-re, akkor beszéliink szigorl sztochasztikus rendezésrdl. A tovabbiakban tehat a
sztochasztikus rendezés jelolése: X > Y, vagy a szigoru esetben X > Y.

A sztochasztikus dominancia a sztochasztikus rendezés egy formaja. Sztochasztikus
dominanciardl dontéselméleti kontextusban beszéliink, amikor példaul két fogadasrol el tudjuk
donteni, hogy az egyik ,domindlja” a masikat. A sztochasztikus dominancia a kimenetelekkel
kapcsolatos preferencidkon alapszik. Ennek sok formaja lehet, akdr egy sima rendezés a
leginkabb varttdl a legkevésbé vartig, de akar érték-mérték is lehetséges (pl. 2 kdérben nyerni 1
forintot, vagy 1 korben 2-t). Determinisztikus dominanciardl akkor beszélink, ha az egyik
fogadas legrosszabb kimenetele jobb, mint a masik fogadas legjobb kimenetele. Az &llapot
szerinti dominancia két fogadast Ugy hasonlit 6ssze, hogy megnézi az egyes kimeneteleket és
azokat paronként veti 6ssze, pl. dobokockaval vald dobas: az X esetén 1 forintot nyeriink, ha a
dobas 1 — 3, 2-t, ha 4 — 6, mig Y fogadas esetén 1 — 3 esetén 0 forintot nyeriink, 4 — 6 esetén
1-t, vagy ha a lottot nézziik, és azt mondjuk, hogy a tegnapi lottdnyeremények mindegyikéhez
(5-0s taldlat, 4-es talalat,...) hozzaadunk 1 forintot, akkor az Uj lottd adllapot szerint domindlja a
régit.

A konzisztencia tulajdonsag biztositja, hogy karakterizalni tudjuk az optimalis portfélidk
halmazat (Ortobelli et. al. [44] valamint Rachev et. al. [39]).

Az n-edrendii sztochasztikus dominancia a kovetkez0 altalanos alakban irhaté:
X2, Y o pX) = p).
Gyakorlatban az n maximalis értéke 2; n = 0 éppen a monotonitas tulajdonsagot jelenti. A
kilénb6zo rendl sztochasztikus dominanciak tulajdonképp egy rendezést adnak meg X elemei

kozott. Erre azért van sziikség, hogy kilonbséget tudjunk tenni az egyes kifizetések kozott,
vagyis el tudjuk donteni melyik a kockazatosabb, illetve melyik a kevésbé kockazatos pozicid.

Els6rend(i sztochasztikus dominancia (FSD)
HaX > Y & Fx(x) < Fy(x)

Ha egy befektetd X-t preferalja Y-hoz képest, akkor az FSD azt fogja jelezni, hogy X kevésbé
kockazatos, mint Y. Ha u hasznossagi fliggvény, akkor a kdvetkezoképp irhato fel:

HaX 2, Y © E[u(X)] = E[u(Y)]

minden novekvd hasznossagi fliggvényre. Az FSD karakterizalja a kockazat-kedvel6 befektetok
preferenciait. Ortobelli et. al. [44] tanulmanyukban az els6rend(i sztochasztikus dominanciaval
rendelkezd kockdazati mértékeket biztonsagi-kockazati mértekekként definidlta (az osztalyrdl a
kovetkez6 fejezetben lesz sz0).

Rothschild-Stiglitz sztochasztikus dominancia (RSD). Az RSD-t Rothschild és Stiglitz
[43] mutatta be és a kovetkezOképp néz ki:

HaX #ps Y © E[u(X)] = E[u(Y)],
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minden konkav, nem csokkend u hasznossagi fliggvényre. Az RSD a kockazatkerlé befektetok
preferenciait mutatja meg. Ortobelli et. al. [44] az RSD-vel rendelkez6 kockazati mértékeket
diszperziés (sz0rds) kockdzati mértékeknek hivia.23

Masodrendii sztochasztikus dominancia (SSD). Az SSD-t el6sz6r Hadar and Russell
[25] mutatta be. Az SSD a kovetkezbképp irhatd le:
HaX >,7, Elu(X)] = E[u(Y)],

minden névekvd, konkdv u hasznossagi fliggvényre. SSD a nem kielégithetd kockdazatkertild
befektetoket karakterizalja.

Sztochasztikus rendezés - stop-loss. Y domindlja X-t (Y >5, X) stop-loss rendezés
szerint, ha barmilyen a-ra az aladbb egyenl6tlenség teljesiil:

E[(Y —a)"] Z E[(X — a)*].
Itt a* = max{0, a}. Ilyen rendezés alapvetd jelentéségli a biztositasi szakmaban. Amennyiben a

biztositd vallalja a feleldsséget az a-ndl nagyobb kovetelések esetén, akkor a varhaté Y
kovetelés nem kisebb, mint X.

Konvex rendezés. Y domindlja X-t a konvex rendezés szerint (Y >y X), ha Y >4, X teljesil
€s a = —oo a stop-loss rendezés szerint, mas szdval E[X] = E[Y]. A konvex rendezés kapcsolddik
a kockazatkeriiléshez.

Folytonossag

A folytonossagi axidomak technikai jellegli axidmak, leginkabb a kockazati mértékek
matematikai tulajdonsagainak leirasahoz sziikségesek. Mivel az Osszefoglaldnak nem célia az
egyes matematikai tulajdonsagok, kovetkezmények levezetése, ezért ezeket itt most csak
felsoroljuk.

P

Valdsziniiség konvergenciabeli folytonossag: Ha X, » X, akkor p(X,) konvergal és
hatarértéke p(X).

Gyenge topoldgiabeli folytonossag: Ha Fy, V—V>FX, akkor p(Fy,) konvergal és hatarértéke
p(Fx)-

Vizszintes eltolasbeli folytonossag: lim p(X + &) = pX).

A lehetOség a tetszbleges kockazat kozelitésre véges hordozdval az alabbi egyenlettel irhatd
le:

6“T p(min{X, 6}) = Slir_n p(max{X,8}) = p(X).

Alsé részleges-folytonossag: Minden C € R, a halmaz {X € X : p(X) < C} o(L®, L) -
zart.

2 Ortobelli et. al. [44] a kockazati mértékeket a portfdlid-kivalasztasi probléma oldalardl kozelitette meg.
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Fatou tulajdonsag: Minden korlatos folyamatra (X,,) amire X,, - X, a kdvetkezo teljesil:
p(X) < lim inf p(Xy).
n—-oo

Ezek a tulajdonsagok — bar itt részletesen nem fejtjik ki 6ket — fontosak a kockazati mértékek
esetében, segitségiikkel irhatéak le az egyes kockazati mértékek matematikai tulajdonsagai,
valamint kilonféle bizonyitasokhoz elengedhetetlendl fontosak.

Allokacioé

Egy kockazati mérték nem sziikséges, hogy egy valdszinliségi valtozod teljes értéktartomanyan
definidlva legyen. Formalisan, adott egy halmaz U, az Fy = F, feltétel mellett, ha x ¢ U, akkor
p(X) = p(Y). Erdekes médon ez a tulajdonsag csak valdszin(iségi-torvény invarians mértékek
esetében teljesiil. Legtdbbszor egy T kiiszobérték van hozzarendelve, Ugy hogy az U halmaz a
U = (—»,T]vagy U = [T,®)-n értelmezett.

A pénzigyi szakma csak az utdbbi masfél évtizedben kezdett el mélyebben foglalkozni a
kockazat mérésének kiilonféle mddjaival, miutan a Bazeli szabalyozas hatasara el6térbe keriilt a
kockaztatott érték (VaR). A biztositasi szakma azonban mar ezt megel6zéen is komolyabban
foglalkozott a témaval, aktuariusok mar a 70-es évek ota vizsgaljdk, hogy miként lehetne a
lehetd leghatékonyabban mérni a kockazatot. A torzitott kockdazati mértékek koncepcidja is a
biztositasi szakma eredménye, amely egy az addigiaknal Iényegesen altaldnosabb osztalyt jelent.
Az alabbi harom axidma a torzitott kockazati mértékek osztalyara lett kimondva (Balbas et. al.
[6]). A cikkben a szerzOk kifogasokat fogalmaznak meg a szokdsos kockaztatott érték és
feltételes kockaztatott értékkel szemben, kiemelve, hogy némely esetben inkonzisztens
dontésekhez vezet hasznalatuk, ezekre a kritikdkra valaszul definialjak az alabbi axidmakat. Az
osztalyt bévebben a kdvetkezd fejezetben fogjuk csak bemutatni.

mi a valdszinlisége annak, hogy az X Ugymond ,tuléli” x-et. Jeldlése: Sy(x) =1 — Fy(x) =
P(X = x).

Teljesség

Legyen p, egy torzitott kockazati mérték, amelyet a

o]

0
pg(X) = Ep-(X) = j 9lSx(O)dx — f {1 - g[Sy ldx,

0

general, ahol P* a torzitott valdszinliség, Sy(x) a tulélési fliggvénye X-nek. Azt mondjuk, hogy
pgy teljes torzitott kockazati mérték, ha:

Sx(x1) = Sx(xz) & Sx(x1) = Sx(x3), Vxy, X, € [0, ),

......
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Teljes koriiség

Egy kockazati mérték szamara sokszor nem csak az fontos, hogy szub-additiv legyen, hanem
az is, hogy minden rendelkezésre allé informaciét felhasznaljon. p, egy torzitott kockazati
mérték, amelyet p,(X) = Ep-(X) general, mint fent. Azt mondjuk, hogy p, teljes korii torzitott
kockazati mérték, ha koherens és teljes (teljestilnek ra a pozitiv homogentitds, szub-additivitas,
monotonitas, p(X + C) = p(X) - €, valamint a teljességi axiomak).

Adaptaltsag

Egy torzitott kockazati mérték adaptalt, ha a torzito fliggvényére teljesiil:

1) g szigortian konkav, vagyis g’ szigordan csokken
2) lim g'(u) = w0 és lim g'(u) = 0.
u-0"* u-1"
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Fliggelék 3: Kockazati mértékek osztalyai

A kockazati mértékek osztalyozasa tulajdonképpen az el6z6 fiiggelékben 6sszegyl(ijtott
axiomak egy tetszbleges részhalmazanak vétele. Egy kockazati mérték viselkedésének leirdsara
a kilonféle axiomak egy részét valogatjuk ki preferencidinknak megfeleléen. Ezutan olyan
leképezéseket keresiink, amelyek teljesitik a szamunkra fontos tulajdonsagokat. Az ilyen
leképezések egyik alapvet6 karakterisztikdja, hogy a magasabb bizonytalansagi hozam
magasabb kockazatot jelentsen.

Koherens kockazati mértékek

A koherens kockazati mértékek oOtletét Artzner et. al. [4] vetették fel. Koherens kockazati
mértékeknek azokat hivjuk, amelyek teljesitik a transzidcio invariancia, szub-additivitas,
monotonitas és pozitiv homogenitds tulajdonsagokat. Altalanossagban a kovetkezOképp irhatdak
fel:

p(X) = supEp[—X],
PeQ

ahol Q egy valdszinliségi mértékosztaly?* 2-n, X pedig nyereség-veszteség eloszlas.

Az emlitett négy kritérium alapozza meg ezen kockdazati mértékek kivalasztasanak és
kiértékelésének szabalyait. Azonban nem minden szabaly alkalmazhaté minden szituacidban,
bizonyos helyzetekben némely axioma fellilvizsgalatra szorulhat. Wang [48] ugy Véli, hogy egy
kockazati mértéknek tovabb kellene Iépnie e tulajdonsagokon, hogy még tébb informacio
ker(iljion hasznositasra. Dhaene et. al. [15] cikkében a biztositasi szektorban megfigyelheto
Jlegjobb gyakorlati szabalyokat” elemezve arra a koOvetkeztetésre jutott, hogy a koherens
kockazati mértékek problémakhoz vezetnek.

Artzner et. al. [4] a feltételes varhato extrém értek (TCE, tail conditional expectation), illetve
a legrosszabb feltételes varakozas (WCE, worst conditional expectation) mértékeket ajanljak. A
feltételes varhatd extrém értéket a kovetkezéképp irhatjuk le:

TCE*(X) = —E{X|X < —VaR,(X)},
mig a legrosszabb feltételes varakozast a kdvetkezbképpen:
WCE,(X) = —inf{E(X|A)|A € F,P(A) > a},

ahol X a nyereség-veszteség eloszlast jelenti, mint eddig, « € (0,1) pedig a bizonyossagi szintet
(ez legtébbszér 95%, vagy 99%).

,,,,,,,,,,
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Konvex kockazati mértékek

A konvex kockazati mértékeket (mas néven gyengén koherens kockazati mértékek) Follmer
és Schied [19], [20] valamint Frittelli és Rosazza Gianin [21] tanulmanyozta. A konvex kockazati
mértékek a koherens kockazati mértékek altalanositasaként kaphatdak, mégpedig a pozitiv
homogenitds és szub-additivitis axidmak egyittesénél gyengébb konvexitds axidmara
cserélésével. A konvex kockazati mértékek a kovetkez6képp karakterizalhatoak:

p(X) = sup(Ee[—X] — a(Q)),
QeQ

ahol a egy biintet6 fiiggvény, amely a Q-n definidlt valdszinliségi mértékeken van definidlva, X
pedig nyereség-veszteség eloszlas. A p : X - R funkciondl konvex kockazati mérték, ha teljesiti
a konvexitds, also részleges-folytonossag, és normalizacio (p(0) = 0) tulajdonsagokat.

Konvex kockazati mérték a vdrhatd sulyos veszteség? (ES, Expected Shortfall), vagy mas
nevén feltételes kockaztatott értek (CVaR, Conditional Value-at-Risk), amely az a kiiszéb feletti
VaR,-k atlaga:

1 1
ESa(X) = mf VaRu(X)du
a

Valoszinliség-eloszlas invarians kockazati mértékek

Kusuoka [33] jeloléseit kovetve, valdszinlségi-tdrvény invarians koherens kockazati mértékek
a kovetkez6 formaban irhatoak le:

1 1
pulX) 2 —— f Z_y(0)dx

ahol Z : [0,1) - R nem csokkend, jobbrdl folytonos fliggvény. Ez az osztaly teljesiti az also
részleges-folytonossag tulajdonsagot minden X € L',0 < a < 1, valamint a koherens
kockdazati mértékek tulajdonsagait. Az osztalyba tartozd mértékek legfontosabb tulajdonsaga,
hogy alkalmazhatdak a gyakorlatban is. Ide tartozik tébbek kozdtt a varhatd sulyos veszteség is.
A Wang et. al. [45] tanulmanyukban szerepld kockazati mérték éppen egy valdszinliség-eloszlas
invarians kockazati mértéket ir le, a biztositasi arakkal szembeni elvarasai: a valdszinliség-
eloszlas invariancia, monotonitas, comonoton additivitas valamint a
al_i)rlloop(min{X, 8} = Sl_i)rzloop(max{X, 8} = p(X) axiomak.

25 A varhatd sulyos veszteséggel a kés6bbiekben részletesebben is fogunk foglalkozni.

28



Spektralis kockazati mértékek

Az osztalyt Acerbi [1] definidlta. A spektralis kockazati mértékek Ugy definialhatdak, hogy a
koherens kockazati mértékek axiémaihoz hozzavesszilk még a valdszinidiségi-térvény invariancia
és comonoton additivitas tulajdonsagokat. A spektralis kockazati mértékek a nyereség-veszteség
eloszlas kvantiliseinek sulyozott atlagaibdl allnak, ahol a sulyozd fiiggvény egy nem névekvé
fliggvény, amelyet spektrumnak hivunk és ¢-vel jeldljik. A kovetkezOképp van definialva:

1
My(X) = — fo SCOFy (0)dx,

ahol ¢ egy nem-negativ, nem ndvekvd, jobbrol folytonos integralhatd fliggvény a [0,1]-n
valamint olyan, hogy fol(,b(x)dx =1. ¢-re tett feltételezések dontik el, hogy koherens-e a
spektralis kockazati mérték. Amennyiben barmely fenti feltételezés gyengitésre keriil, akkor a
kockazati mérték mar nem koherens. A spektralis kockazati mértékek a pozitiv homogenitas,
transzldcio invariancia, ~monotonitas, szub-additivitds, valoszinlseégi-torvény invariancia,
comonoton additivitas, masodrendd sztochasztikus dominancia axiomakkal jellemezhetok.

Az 11 ([0,1]) normalt tér (||q>|| = follqb(x)ldx) egy ¢ elemérdl azt mondjuk, hogy elfogadhato
kockazati spektrum, ha

1) ¢ pozitiv,

2) ¢ csokkend,

3) lloll=1.

A ¢(x) fliggvény kiilonbdz0 ¢(x) sulyokat helyez kiilonboz6 “x -konfidenciaszint darabokhoZ" az
eloszlas bal farkaban. A normalizacié biztositja, hogy a sulyok 6sszege 1 legyen. Az, hogy egy
elfogadhatd kockazati spektrum ¢(x) monoton csokkend fliggvény x-ben, intuitivan mutatja a
koherencia Iényegét (“egy mérték koherens, ha nagyobb sulyt rendel a rosszabb
kimenetelekhez” Acerbi [1]).

Barmely racionalis befektetd kifejezheti kockazatkeriild magatartasat ugy, hogy kilonféle
sulyokat ad a ¢ sulyfiiggvénynek. A koherencia megtartasahoz csak egy dologra kell figyelnie,
hogy ¢ pozitiv, csokkend és [0,1]-n normalizalt legyen. Ezen megkétéseken beliil tetszileges
valasztasu ¢ egy tokéletesen igazolt kockazati étvagyat fog reprezentalni.

Példak
1) Kockaztatott Erték (VaR):
$a(x) =6(x — (1 —a)),
ahol § jelenti az un. Dirac deltat: §(x): f:f(x)d(x —¢)dx = f(c) Vc € (a,b)
2) Feltételes Kockéztatott Erték (CVaR):

1
¢a(x) = m 1{Osxsl—a}
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Deviacio mértéekek

A szakirodalomban a kockazati mértékek osztalyozasakor két egymastdl elkiléniilé csoportba
osztjak a kockazati mértékeket. Az altalunk megfogalmazott kockazati mérték igyekszik a témat
a lehet6 legaltalanosabban megfogni, am pont ez a megkdzelités rendkivil nehézzé is teszi a
feladatot. A veszteséget ugyanis nem mindegy, hogy miként definidljuk. Matematikailag
elérhetd, hogy egy portfdlié teljesen kockazatmentessé valjon abbdl a szempontbdl, hogy pénzt
nem bukhatunk rajta, azonban ettdl még a nyereségiink ingadozhat. Kérdés tehat, hogy a
kockazatot miként definialjuk, mire gondolunk, amikor egy portfolié kockazatardl beszéliink. Ezt
a kilonbséget fogjak meg tanulmanyukban Rockafeller et al. [41], Ortobelli et. al. [44] valamint
Albrecht [3]. A lényegi kilénbség a kétfajta elgondolds szerint, hogy az egyik a véletlen
valtozdban szerepld bizonytalansagot méri, mig a masik a veszteség kizarasahoz sziikséges
tokét, vagy ami allamadodssag-kezelési szempontbdl szamunkra fontos: felmerilo
koltségtobbletet. A legtobb akadémikus csak az utobbit tartja ,rendes” kockazati mértéknek.
Ortobelli et. al. [44] a portfdlid-kivalasztasi probléma kapcsan a két osztalyt diszperzids (szoras
alapu) és biztonsagi kockazati mértékeknek hivjak, mig Rockafeller et. al. [41] deviacid és
varhatdérték-korlatozott kockazati mértékeknek nevezik. Mi a szoras-alapu mértékeket deviacid,
mig ,,sziikséges toke” alapi mértékeket toke-megfelelési mértékeknek hivjuk.

A deviacid mértékeket Rockafeller et. al. [41] a Gaivoronsky-Pflung transzlacio invariancia,
pozitiv homogenitas, szub-additivitds valamint a nem-negativitas axiomakkal jellemzik. Példaként

a szoras, a variancia és a standard szemideviacié (D(X) = o, (X) = E[max{X — E(X), 0}2],
D(X) = o_(X) = \/E[max{E(X) — X, 0}2]) emlithetd.

Varhatoérték-korlatozott kockazati mértékek

Rockafeller et al. [41] ajanlotta a varhatoérték-korlatozott mértékeket is, mégpedig a szub-
additivitas, pozitiv homogenitds, transzldcio invariancia és a varhatoérték-korldtozottsdg
tulajdonsagokkal. Tipikus példa a kockaztatott érték (VaR), a feltételes kockaztatott érték
(CVaR). Létezik egy egy- az-egyben kapcsolat a deviacié mértékek és a varhatdérték-korlatozott
kockazati mértékek kozott. Levezethetd a varhatoérték-korlatozott koherens mértékek osztalya
is @ monotonitds hozza vételével.

Legyen D(X) egy deviacié mérték R(X) pedig egy varhatd érték-korlatozott kockazati mérték,
ekkor;

DX) =R(X-EX)), és RX) =DX)-EX)
Példak
1) Ha R(X) = A(E[(X — E[X])Z])% — E[X] = Ad(X) — u(X), akkor D(X) = Ao(X), minden A >

0
2) R(X) =VaR,(X) = —inf{x|P(X < x) > a}, akkor D(X) = VaR5(X) = VaR,(X — E[X])
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3) R(X) = CVaR,(X), akkor D(X) = CVaR2(X) = CVaR,(X — E[X])

Kvantilis alapu kockazati mértékek

A kvantilis alapi mértékek osztalyaba tartozik tobbek kozott a kockaztatott érték (VaR),
varhato silyos veszteség (ES vagy CVaR), feltételes varhato extrém érték (TCE) és
legrosszabb feltételes varakozas (WCE). Az aldbbiakban ezeket mutatjuk be. Az
alabbiakban X minden esetben nyereség-veszteség eloszidst jelent.

A Kockaztatott érték (VaR) azt mondja meg, hogy mekkora a minimum veszteség adott
konfidenciaszint mellett. A formalis definicidja:

VaR,(X) = qo(—X) =inflx e R: P(-X <x)=>1-a}

A VaR a kovetkezd tulajdonsagokkal rendelkezik: monotonitas, pozitiv homogenitas, transzlacié
invariancia, valoszin(iségi-torvény invariancia, comonoton additivitas. A VaR rendelkezik a szub-
additivitas tulajdonsaggal is elliptikus veszteségeloszlasok esetén, am ezek rendkiviil ritkak a
gyakorlatban.

A Varhato sulyos veszteség (ES, Expected Shortfall), mas néven feltételes kockaztatott
érték (CVaR, Conditional Value-at-Risk) amely egy « kiiszob feletti VAR, -k atlaga:

1 1
ES,(X) = m.[ VaR,(X)du, a € (0,1)
a

Az ES (CVaR) a VaR alternativajaként lett ajanlva, amely kikiiszobdli annak egyes gyengeségeit.
Az ES a kovetkezd tulajdonsagokkal rendelkezik: valoszindségi-térvény invariancia, transzlacio
invariancia, comonoton additivitas, folytonossag, monotonitds valamint szub-additivitas. Artzner
et al. [4] szerint a CVaR ,jé" kockazati mérték, mert koherens.

A Feltételes varhat6 extrém érték (TCE, Tail Conditional Expectation) Artzner et al.
[4]-t0l szarmazik a kdvetkezo alakban:

TCE*(X) = —E{X|X < —VaR,(X)},
TCE* nem szub-additiv altalanos esetben, csak folytonos eloszlasokra lesz koherens.

Legrosszabb feltételes varakozas (WCE, Worst Conditional Expectation) a
kovetkezOképp definialt:

WCE,(X) = —inf{E(X|A)|A € F,P(A) > a},

WCE,(X) nem valdszinliségi-torvény invarians, ezaltal nem becsiilhetd pusztan empirikus
adatokbdl. Ilyen mérték haszndlata kilénbdz6 kockazatokhoz vezethet két olyan portfdlié
esetében, amelyeknek ugyanolyan a nyereség-veszteség eloszlasa.

Osszehasonlitva az £S, TCE és WCF harmast a kdvetkezd egyenlStlenség irhatd fel:
TCE*(X) < WCE,(X) < ES,(X).
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Amennyiben X eloszlasa folytonos, akkor TCE*(X) = WCE,(X) = ES,(X).

Aresés mértékek

Az aresés mértékek intuitiv mértékek, jellemzden a jelenlegi helyzetet a legjobb multbéli
helyzettel hasonlitjiak 0ssze. Az aresés mértékek lokalis minimum és lokalis maximum értékek
kiilonbségét méri. Cheklov et al. [11] Ugy definialta az aresés fliggvényt, mint a teljes portfélid
értékének maximuma t-ig illetve a t-beli értékének kiilonbségét.

Az aresés mértékek nagyon hasonlitanak a deviacid mértékekhez. Bar elOnyilk, hogy
rendkivil egyszer(ien programozhatdak, az aresés mértékek nem képesek leirni a valds helyzetet
a piacon, ennélfogva leginkabb mas kockazati mértékekkel egyiitt érdemes hasznalni Oket.

Példak

Legyen w(x, t) a teljes portfolid hozam ¢ idében, ahol  x = (x4, x5, ..., ) jeloli a
portfolidban szereplé m eszkdz sulyat.

1) Aresés (D):

D(x,t) = max fwlx, 1)} —w(x,t)
<T<
2) Abszolut aresés (AD):
AD(x,t) = |D(x, t)|
3) Maximum aresés (MDD): a [0, T] intervallumon
MDD(x,T) = grslgls)%D(x, t)

4) Atlagos aresés (AvDD):

1 T
AvDD(x,T) = ?f D(x,t)dt
0

5) Feltételes kockaztatott aresés (CDaR):

1
CDaR,(x,T) = min{a +—f
P a (1 _p)T 0

ahol [z]* = max(0,z). Ha a - 1, akkor CDaR tart a maximalis areséshez, vagyis CDaR,(x,T) =
MDD(x,T), valamint, ha a » 0, akkor CDaR egyenl0 lesz az atlagos areséssel, vagyis
CDaRy(x,T) = AvDD(x,T).

T
[D(x,t) —a]tdt:a € lR{},

Torzitott kockazati mértékek

A torzitott kockazati mértékek arrdl kaptak elnevezésiiket, hogy a veszteség-eloszlasban
szerepl0 valdszinliségi mértéket eltorzitjadk, mas szdval atsllyozzak az eloszlasban szerepl6
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informaciét Ugy, hogy a szamunkra fontosabb része nagyobb hangsulyt kapjon. Legegyszer(ibb
példa a VaR, ahol az atsulyozas kévetkezményeként 1 (vagyis minden) sulyt az a-kvantilis kapja,
az eloszlas tobbi részére (sem az a-kvantilis alatti, sem pedig az afeletti részre) pedig nem
helyeziink sulyt. Azaltal, hogy barmilyen sllyozast meghatarozhatunk, ez az osztaly rendkivdil
altalanos értelemben definiadlja a kockazati mértékeket. A kdvetkezékben az osztaly matematikai
definicidjat, valamint tulajdonsagait mutatjuk be.

Egy torzitott kockazati mérték, amely veszteségeloszidsokra van definidlva és barmely valds
értéket felvehet, a kdvetkez6képp van definidlva:

0 oo

1
p@@)=LEPQWW@)=—f gmamwx+L [1 - §(Fx (O)]dx,

ahol g(u)=1-g(1—u) és g:[0,1] - [0,1] egy folytonos, nem csokkend filiggvény, amely
g0)=0 és g(1)=1; Fy jeloli az X eloszlasfiiggvényét, mig g(Fyx(x))-t torzitott
eloszlasfiiggvénynek szoktak hivni. Nagyon hasonl6 képletet kapunk, ha X tulélési fliggvényét
hasznaljuk Sy(x) = 1 — Fx(x) = P(X > x) az eloszlasfliggvény helyett,

P = |

g-t altaldban torzitd fliggvénynek hivjuk, mig § a g torzité fliggvény dudlisa. P*(A4) :== u(A) =
g[P(X € A)], ahol P egy valdszinliségi mérték, X véletlen valdszinliségi valtozd, P* a torzitott
valoszinliség. Hasonldéan P*(A) := ji(A) = G[P(X € A)]. A fenti egyenlGtlenségek a Choquet
integralreprezentaciobdl szarmaznak:

[oe]

0
g@ﬂwwx—£[1<m&unwm

pglX] = fXdP* = fX*dP* — fx-dﬁ*,
ha ezek az integralok végesek.

Tulajdonsagok

1) Ha X =0, akkor p,(X) = 0 (monotonitas).

2) pg(AX) = Ap4(X), minden 1 > 0 (pozitiv homogenitas).

3) pg(X +¢c) = py(X) +c, minden ¢ € R (transzlaci6 invariancia).

4) py(=X) = —pg(X), ahol g(x) =1 - g(1—x).

5) Ha X, — X és p,(X) létezik, akkor py(X,) = py(X).

6) Ha X és Y olyan comonoton véletlen valtozdk, amelyek pozitiv és negativ értékeket is
felvesznek, akkor: py (X +Y) = py(X) + pgy(Y) (comonoton additivitas).

7) Torzitott kockazati mértékek akkor és csak akkor szub-additivak, ha a torzitd fliggvény
g(x) konkav: py(X +Y) < pg(X) + py(Y) (szub-additivitas). Ezaltal a konkav torzitd
fliggvényekre definialt torzitott kockazati mértékek koherensek.

8) Ha a g torzitd fiiggvény nem csokkend, akkor a hozza tartozé kockazati mérték p,
konzisztens az els6rend(i sztochasztikus dominanciaval;
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X <1 Y = pg(X) < py(¥)

9) Ha a g torzitd fliggvény nem csokkend és konkav, akkor a hozza tartozd kockazati mérték
pg konzisztens a masodrend(i sztochasztikus dominanciaval;

X<, Y = py(X) < py(Y) (5.2.12.4)

Ennek eredményeként minden koherens torzitott kockazati mérték konzisztens a
masodrend( sztochasztikus dominanciaval.

10)Ha g torzité fiiggvény szigordan konkav, akkor a hozza tartozé kockazati mérték p,
szigorUan konzisztens a masodrend( sztochasztikus dominanciaval;

X <Y =p,(X) <py(Y)
Példak:
1) A g(x) = x figgvénnyel a p,(X) = E[X]-t kapjuk (amennyiben E[X] létezik)
2) Kockaztatott érték (VaR):

(x)—{ 0, hax <1-—a;
Ja'X) = 1, halzx>1-a.

3) Feltételes kockaztatott érték (CVaR):

Jga(x) = min (1 f e 1), x € [0,1]

4) Aranyos hazard transzformalt:

a

ga(x) = x1”

5) Dudlis-er0 transzformalt:

1
ga(x) =1- (1 - x)m
6) Dennensberg abszolut deviacié szabalya:

1
1+ -a)x, X € [O'E] ;
ga(x) = 1
a+ (a)x, X €E (5,1].
7) Gini szabalya:

9a(®) =1+ (1 —a)x — (1 - a)x?
8) Négyzetgyok transzformalt:

(x)_\/l—ln(l—a)x—l
g o) -1

9) Exponencialis transzformalt:
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1-(1-a)
gl =1L

10) Logaritmikus transzformalt:

_In(1-In(1-a)x)
9« = T T —a)

Torzité fiiggvények (1) Torzité fiiggvények (2)

1.00 —n 1,00
080 - r = 090
0,80 0,80
0.70 - 0,70

0,60 > 0,60
0,50 0,50
040 —— 040

030 —#VaR —PH —+-DP 030 —=—CVaR Denneberg
0,20 < Exp Log 020 ——Gini —+—Square-Toot
0.10 4 0,10 %

. . . . . . 0,00 . . .
0,00 025 050 015 1.00 o0 025 050 0,15 100

6.9 abra: Gyakran hasznalt torzit6 fiiggvények
Az Un. torzitd fliggvény egy sulyozd fliggvény, amely segitségével X eloszlasa sulyozhato at

ugy, hogy az a nekiink sziikséges kimenetelekre helyezzen nagyobb figyelmet, ezaltal példaul
jobban odafigyelve a nagyobb veszteségekre.
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Fliggelék 4: A kiemelt kockazati mertékek
matematikai felirasai

Ebben a fejezetben az anyag f6 részében bemutatott harom kockazat mértékhez kapcsolédd
matematikai felirdsokat 6sszegezziik.

Kockaztatott Erték

A kockaztatott érték (VaR) az egy adott idOhorizonton az esetek 1 —a = A%-ban
elszenvedhetd minimalis veszteség (vagy ami ezzel egyenértékl, az esetek a x 100%-aban
elszenvedhet6 maximalis veszteség):

VaR,(X) = q,(X) =inflx eR: P(X <x) > «a},

ahol a € (0,1], X pedig egy veszteségeloszlas (Q, F, P)-n és q,(X) az X eloszlas a-kvantilise.

A kockaztatott érték tulajdonsagai;

1) HaX,Y e X:Y = X, akkor VaR,(Y) = VaR,(X)

2) X e X h>0,hX €X, akkor VaRr,(hX) = hVaR,(X)

3) XeXa€eRX+ac€eX, akkor VaR,(X +a) =VaR,(X) +a

4) X,Y € X: Fx(t) = Fy(t) vVt € R, akkor VaR,(Y) = VaR,(X)

5) VaR,(X) = —VaR,_,(—X)

6) Ha X,Y comonoton valdszin(iségi valtozok, akkor VaR,(X +Y) = VaR,(X) + VaR,(Y)

7) VaR nem szub-additiv. A szub-additivitas azt a varakozast jelenti, amely szerint tébb
kiilonb6z6 kockazat dsszevonasa nem ndveli a teljes kockazatot. Egy olyan portfélié
kockdzata, amely tobb kisebb portfoliébdl all, ne legyen magasabb, mint a benne
szerepld portfdlidk kockazatanak dsszege.

Feltételes Kockaztatott Erték

A feltételes kockazatott értéket, mint a VaR természetes alternativajat mutattak be. A CvVaR
arra a kérdésre keresi a valaszt, hogy mekkora lesz a varhatd veszteségiink az esetek
legrosszabb (1 — a) * 100%-aban, egy el6re adott iddintervallumon. A VaR-hoz képest itt a
Jvarhatd veszteség” a lényeges kiilonbség, mert mig a VaR azt mondja meg, hogy mi lesz az
esetek a * 100%-aban, az (1 — a) * 100%-os intervallumrél nem mond semmit, a CVaR viszont
pont a kimaradd (1 — a) * 100%-0s eseményekrdl ad informaciot, azt, hogy mi a varhatd értéke
az itt bekovetkez6 eseményeknek. A feltételes kockaztatott értékkel rengeteg tanulmany
foglalkozik, s sokszor teljesen kiilonalld mddon definidljak, emiatt tobb ekvivalens definicid is
létezik ra, sOt sokszor sokféleképpen nevezik. Az alabbi harom definicid ugyanazt az értéket adja
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meg, valamint a tobb tanulmanyban is definidlt “varhatd sulyos veszteség” (Expected Shortfall,
ES) azonos a feltételes kockaztatott értékkel, igy a tovabbiakban a két elnevezést egymas
szinonimajaként fogjuk hasznalni.

Legyen a € (0,1) fix és X egy valos értékli valdszinliségi valtozd (veszteségeloszlas) a
(2, F, P) valészinliségi mezén Ugy, hogy E[X] < . Ekkor a Feltételes Kockaztatott Erték
(CVaR) egy optimalizacids probléma megoldasaként definialhatd;

CVaR,(X) = inf{ [X—b]*+b:be R},

l1—a E
ahol [z]T = max(z,0).

Legyen a € (0,1) fix és X egy valos érték( valdszinliségi valtozd (veszteségeloszlas) a
(2, F, P) valoszinlségi mezon Ugy, hogy E[X] < =, q,(X) = inf{x € R: P(X < x) > a}. Ekkor a;

1
ES,(X) = m(E[Xl{xzqa(x)}] + g, (0fa — P[X < g, (XN)]}),

értéket az X eloszlas a szint Varhaté Sudlyos Veszteségének (ES) hivjuk. Ez a CVaR-nak
egy alternativ, de azzal megegyez6 definicidja.

Hogy jobban megértsiik a definicié értelmét, a q,(X){a — P[X < q,(X)]} részt Ugy kell
értelmezni, mint azt a részt, amelyet le kell vonni az E[X1xsq_(x);| értékébdl, amennyiben az
{X < q,(X)} esemény a-nél nagyobb valdszin(iségi. Amennyiben azonban P[X < q,(X)] = «,
ami minden esetben igy van, ha X eloszlasa folytonos, akkor ez a rész eltlinik és lathatd, hogy
ES,(X) = E(X|X = q,(X)). Legyen adva a VaR definicidja, ekkor létezik egy ekvivalens
reprezentacidja a CVaR-nak;

1 1
CVClRa(X) = m_{ VaRu(X)du
a

Ez utdbbi talan a legkénnyebben érthetd definicid. Tulajdonképpen atlagoljuk az a-nal nagyobb
VaR-okat. EbbdI jon a feltételes kockaztatott érték elnevezés is, hiszen a mutatdé nem mas, mint
a veszteségeloszlas X varhato értéke feltéve, ha az nagyobb, mint a VaR, (X).

A feltételes kockaztatott érték kikiiszoboli a VaR talan legvitatottabb két hibajat. A CVaR
szub-additiv, valamint a kiiszobérték utani veszteségeket is méri, hiszen tulajdonképp azok
atlagat veszi.

A CVaR tulajdonsagai;

1) XeEX, X >0 = CVaR,(X) =0

2) X,V X+Y €EX = CVaR,(X +Y) < CVaR,(X) + CVaR,(Y).
3) X,hX€X, h >0 = CVaR,(hX) = h CVaR,(X).

4) CVaR,(X +a) = CVaR,(X) + a.

5) Ha Fy = Fy = CVaR,(X) = CVaR,(Y).
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»Ragasztott” VaR

Adott a és p konfidenciaszintek mellett J. Belles-Sampera et al. [29], a kovetkez6 torzitott
kockazati mértéket definialtak:

hy
{ 1—ﬁu ha0<u<1-p,
hl’hz = h —h
Ko (W) |h1+ﬁ2_a1[u—(1—ﬁ)] hal-f<u<l-a,
k 1 hal—a<uc<l,

ahol nghz (u) a kockazati mértékhez tartozo torzitd fliggvény, a,p € [0,1] Ugy, hogy a < B, h, €
[0,1] és h, € [hy,1]. A B paraméter egy plusz konfidenciaszintet ad meg a mellett. A torzitd
flggvény formajat a torzitott valdszinliségek h, és h, valamint az 1 — 8 és 1 — a hatdrozzak
meg. J. Belles-Sampera et al. [29] a h, és h, paramétereket a torzitd fliggvény magassagainak
hivjak.

Torzito fiiggvény
120
1,00 -
0.80
0,60
040 1
0.20 ! GlueVaR (o, p) |——
0,00

7.3 abra:A ragasztott VaR torzito fiilggvénye « és g konfidencia intervallumok mellett
Ragasztott VaR kiilonleges esetei;

1) « konfidenciaszinti VaR: xy? ()
2) a konfidenciaszint(i CVaR: kg ()

Kockazati mértékek linearis kombinaciodja

Adottak X valodszinliségi valtozd és a és p rogzitett toleranciaszintek Ugy, hogy a < f, a
GlueVaRgy'(X) kifejezhets, mint a CVaRg(X), CVaR,(X) és VaR,(X) kockdzati mértékek
linearis kombinacidja. Amennyiben a kdvetkezd jeldlést hasznaljuk,
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h, —hy)(1 -
I(wlzhl_(z ﬁ1_)(a B)
o = (h, —h)(1 - )

2 = B—a

(1)3=1_(1)1_(1)2=1_h2
akkor a torzit6 fiiggvény %" (u) dtirhatd a kévetkezd alakra:

kgl (1) = w1vp (W) + wa¥, (W) + w3t (W),
ahol yg, v, 1, torzitd fliggvények, méghozza a CVaR g és a konfidenciaszintekhez, valamint a
VaR «a konfidenciaszinthez tartozo torzit6 fliggvények. Ekkor:

hy,h;

GlueVaR B

(X) = w1CVaRg(X) + w,CVaR,(X) + wsVaR,(X).

Egy nagyon hangsulyos tulajdonsaga a ragasztott VaR-nak, hogy a dontéshozd két kilon
konfidenciaszintet hataroz meg, egyet a ,rossz esetekheZ', egyet pedig a ,nagyon rossz
esetekheZ'. Ezaltal egy kockazatkeriilo dontéshozd Iényegesen magasabb sulyt adhat a ,,nagyon
rossz” eseteknek, mig egy magasabb kockazatétvaggyal rendelkez6 dontéshozo inkabb a ,rossz”
esetekhez rendel magasabb sulyt.
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