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VezetGi 6sszefoglald

A tanulmany célja a kiildnb6z6 empirikus hozamgorbe-illesztési modellek atte-
kintése és eredményeinek sszefoglalasa. A motivacié az, hogy egy olyan hozamgor-
be-illesztési mddszert talaljunk, amely képes minél pontosabban elrejelezni a ho-
zamgorbe jovobeni alakulasat. Ehhez az elsd Iépés egy, a historikus tényadatokat
pontosan becslé hozamgorbe-illesztést talalni. A szakirodalomban leggyakrabban
el6rejelzésre hasznalt Nelson-Siegel-Svensson, valamint az ennek alternativajaként
létrejott Legendre-féle modellek keriiltek attekintésre. Az egyes modelleknek sza-
mos hasznalt parametrizacidja létezik, ezek koziil lettek kivalasztva az el6rejelzésre
legalkalmasabbak. Végil harom konkrét javaslat sziletett az alkalmazandd mo-
dellre. Ezek koziil a Nelson-Siegel modell egyszer(i, de kevésbé jol illeszkedik, az
Adjusted Svensson modell jol illeszkedik, de tobb nemlinearis paramétert hasznal, a
Legendre modell szintén jdl illeszkedik, viszont a faktorait nem lehet egyértelm(ien
értelmezni. Az AKK-ban hasznalt Spline modellhez képest ezen modellek elénye a
szakirodalom alapjan a jobb el6rejelz0 képesség, hatranyuk a rosszabb illeszkedés.
Az anyagban ismertetett tapasztalatok alapjan azonban a masodik és a harmadik
javasolt modell a Spline-hoz hasonldan jo illeszkedést produkal. Mindharom mo-

dellnek bemutatasra keriilnek az elényei, illetve hatranyai is.
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1. Bevezetés

Az Allamaddssag KezelS Kozpont Zrt. (AKK) altal fejlesztett optimalis portféliomodell ki-
dolgozasanak egy fontos Iépése egy hozamgdrbe modell fejlesztése, és ennek eredmé-
nyeivel elérejelzések készitése. Az AKK-ban hasznalt Spline-alapti hozamgorbe-illesztés
ugyan jé mintan belli illeszkedéssel rendelkezik, am elbrejelzési képessége csekély, fo-
leg turbulensebb idészakokban, mint ahogy ez a valsag soran bebizonyosodott. Ennek
oka az, hogy a Spline modellek egy bizonyos gdrbére illesztenek valamilyen (az AKK
altal hasznalt Spline modell esetében egy harmadfokul) polinomot. Ez a polinom jo il-
leszkedést biztosit barmilyen gorbére, azonban a polinom tagjainak nincs egyértelmii
kézgazdasagi jelentése. A Nelson-Siegel-Svensson (Nelson & Siegel (1987), Svensson
(1994)) modellek viszont abbdl a feltevésbdl indulnak ki, hogy a hozamgorbe egy adott
pillanatban leirhatd harom vagy tobb fliggetlen, jol értelmezhetd faktorral (szint, mere-
dekség, gorbileti tényezok). Ezek pedig elorejelezhetoek kiilonbdzo idésoros modsze-
rekkel. Igy bar a legtobb esetben rosszabbul illeszkednek a megfigyelt idészakban, mint
a rugalmasabb Spline modellek, jobb becslést adnak a jovore nézve (a szakirodalom
alapjan).

Ezért sziikségessé valt egy olyan modell kifejlesztése, amellyel a hozamgdrbe jo-
vObeli valtozasait nagyobb hatasfokkal tudjuk elorejelezni. Erre alkalmas a nemzet-
kozi gyakorlatban széles korben hasznalt Nelson-Siegel-Svensson (NSS) modellcsalad.
Arra viszont, hogy az NSS modellcsalad melyik modelljét érdemes hasznalni, nincs be-
vett gyakorlat, a szakirodalomban rengeteg implementacidés mddszerrel talalkozhatunk.
Nem egyértelm(i példaul a minimalizalandd célfiiggvény meghatarozasa. Minimalizal-
hatjuk a becsiilt és megfigyelt arak vagy YTM-ek abszolut vagy négyzetes eltérését és
az egyes papirokat is kiilonbdzo sullyal vehetjiik figyelembe az illeszkedésnél. Megad-
hatunk korlatokat is a modell egyes paramétereire (faktorértékeire), igy kezelhetjiik a
nem kivant strukturalis toréseket. Valamint az optimalizalasnal is tébbféle algoritmust
felhasznalhatunk. Ez a dokumentum az (NSS) tipust modellek becslési lehetbségeit és
a hozzajuk tartozd hozamgorbe-illesztések eredményeit foglalja 6ssze.

Jelen tanulmany nagyban épit Reguly (2015) elemzésére, viszont mig az a model-
lek és a mddszertan atfogd bemutatasat célozta, a mostani tanulmany a gyakorlati

tapasztalatokat és eredményeket foglalja 6ssze. Egy Ujabb elemzés |étjogosultsagat



az optimalizalasért felelos programkddok fejlesztése is indokolja. Ez okbdl kifolydlag
az itt leirt optimalizalasra vonatkozo javaslatok nagyban kiilonbdznek Reguly (2015)
modszereitol. Ugyanakkor a hasznalatra javasolt modellek tekintetében ez a tanul-
many is megerdsiti Reguly (2015) kovetkeztetéseit, miszerint a klasszikus empirikus
hozamgorbe-illesztések koziil a Nelson-Siegel valamint az Adjusted Svensson model-
leket érdemes hasznalni, illetve Ujitasi lehetdségként a Legendre modell itt vazolt, a
Reguly (2015) altal leirtaktdl kiilonbdz6 parametrizaciojat.

A modellezés soran hasznalt hozamgorbe-adatok alapjat az AKK Magyar Allamkot-
vény (MAK) és Diszkont Kincstarjegy (DKJ) allampapirjainak arjegyzési adatai képezik
2002 és 2015 kozott.

2. Roviden a Nelson-Siegel modellcsaladrol

Nelson & Siegel (1987) egy haromfaktoros statikus modellt vezetett be a hozamgdérbe
modellezésére. A szakirodalomban ennek leginkabb a Diebold & Li (2003) altal dinami-
kussa alakitott valtozatat hasznaljak. A modell szerint a forwardgérbére egy konstans
és egy Laguerre-fliggvény dsszegeként adhatd approximacio. Ez utdbbi egy exponen-
cidlis késleltetési tényezd és egy polinom szorzata. A Nelson-Siegel-féle approximalt

forwardgorbe a kdvetkezo:

T _ T

Je(7) = Bro + ﬁt,le_*it + Bt,z()\t)e At

ahol 7 jeloli a lejaratot, )\, az egyenlethez tartozd konstans, a 3-k pedig latens dinamikus
faktorok.

Ebbdl integralassal a zérékupon hozamgorbe pedig:

l—e X l—e X _z
Yi(7) = Bro + Bia - + Bi2 —— —e M
X Y

A modell egyik elényos tulajdonsaga, hogy konnyen kiszamolhatd beldle a rovid-,

illetve a hosszitavi hozam, ugyanis:

lim (1) = Bro + B ; lim y,(7) = Bro
710 T—00
A harom g faktornak kézgazdasagi értelmezés is adhatd. Az elso faktor (3,) szor-
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zbja (loading) minden id6horizonton 1, igy ez a hozamgorbe szintjének, azaz a hosszu
hozamoknak feleltethetd meg, ez a hosszutavu faktor. A 3, ndvelése minden lejarathoz
tartozd hozamot egyenletesen novel, tehat a hozamgorbe szintjét néveli. A masodik
faktor szorzéja a 0. idépontban 1, majd exponencidlisan tart a 0-hoz. igy ez feleltet-
heté meg a hozamgdrbe meredekségének, ebbdl adddik a révidtavi komponens. A
B; novelése a rovidtava hozamot ndveli, a hosszutavd hozamra viszont nincs hatassal,
tehat a hozamgorbe meredekségét valtoztatja. A harmadik faktor, a k6zéptavd kompo-
nens, pedig a hozamgorbe gorbliletét, cslicsossagat hatarozza meg. Ez 0-tdl indul, és
a végtelenben 0-ba tart. A 3, nOvelése a kozéptavi hozamokat ndveli, nincs hatassal a
hosszu- illetve révidtavi hozamokra, ezért a hozamgorbe cslicsosabb lesz 3, ndvelésé-
vel. A harmadik faktor maximumanak helyét, valamint a masodik faktor exponencialis
csokkenésének sebességét pedig a \ paraméter hatarozza meg.

A modell kiterjesztésére és ezaltal egy rugalmasabb fliggvényformara lehetdséget
ad extra 3 illetve \ paraméterek bevezetése. Igy példaul egy masodik olyan faktort
lehet hozzaadni a modellhez, amely a hozamgorbe kdzéptavon jelentkezo pupossagaért

felel. A kiterjesztési lehetdségekrdl bOvebben értekezik De Pooter (2007).

3. Tesztelési lehetdségek

Ez a rész egy elméleti betekintést ad a modellek illeszkedésének vizsgalataba. Nincsen
szakirodalmi konszenzus a kiilonbdz6 esetekben hasznalandé illeszkedési mérészamok-
rol, hibamutatokrol. Tovabba elég nehéz egy-egy modell illeszkedését egy szammal ki-
fejezni, azonban az egyes modellek 6sszehasonlitdsanak céljabdl idealis lenne, ha tud-
nank ilyen szamot talalni. Erdemes megjegyezni, hogy egyeldre csak a mintan belili
illeszkedést vizsgaltam, amely nem feltétlendl arul el sokat a modellek elorejelzési ké-
pességérol. Alapvetéen négyféle mutatdoszamot hasznaltam az illeszkedés jésaganak a
vizsgalatara, a mutatdszamokat lehet papirok vagy napok szerint atlagolni, illetve lehet
arakra, valamint YTM-ekre is hibat szamolni. Most vegyiik sorra a hasznalt hibamutatdk
modszertanat.

Az elso ilyen mutaté az atlagos abszolut eltérés (MAE).

Y

MAE = Z::1|?;t_yt|
n



ahol ¢, az adott idopontra/papirra vonatkozo becsiilt ar/YTM és v, a hozzatartozé meg-
figyelt érték.
A kovetkez6 mutatd a gyokos atlagos négyzetes hiba (RMSE).

RMSE = \/ZL( U — yp)?
n

Ezt a hibamutatdt azért érdemes hasznalni, mert jobban biinteti az atlagtél valé nagy

eltéréseket (a MAE-hoz képest), igy példaul a bid-ask spreadbe es6 viszonylag kisebb
hibakat jobban elfogadja.

A harmadik hasznalt mutaté a talalati arany (hit ratio). Ez azt mutatja meg, hogy egy
adott napon/papir esetében a becsiilt arak/YTM-ek mekkora aranya esett a megfigyelt
bid-ask spreadbe.

b

HIT _ Z?:l(gt)
n

ahol
1 ha g € [Ybid; Yask]

|
Il

0 ha 3) ¢ [ybid; yask]

Megjegyzeés. A [yui4; yasi] @ bid-ask spreadet jelzi, i pedig arat és YTM-et is jelenthet.
Arak esetén [Dbia; Pask] @ helyes intervallum, YTM-ekre [YT M,q.; YT My;4] a korrekt. A
tovabbiakban a v;;,; < v.., arakra helyes alapfeltevést hasznalom, YTM-ek esetén érte-

lemszer(ien a forditott egyenlétlenségbdl kell kiindulni.

Az utolsd hasznalt mutatd a spread error, amelynek médszertana:

SpreadError = —Zt:;b( ) ;

ahol

(

0 ha § € [Ybid; Yask]

<
I

(0 —ypia)* ha § < Ypia

(Q - ?/ask)2 ha Q > Yask

Ez a hibamutatd 6tvozi a hit ratio és az RMSE tulajdonsagait, hiszen 0-nak veszi
a hibat a bid-ask spread-be esés esetén, egyébként pedig a tullépett korlattdl vett

négyzetes hibat szamol.



A naponkénti hibabecslés elonye, hogy lehet idosorosan is értelmezni a hibakat,
illetve a célfiiggvény kiszamolasa is napi szinten torténik mindig az adott napi arjegy-
zésben szerepld papirokra. A becslések elemzésekor ezért a naponkénti hibak kerlilnek
kiszamolasra és atlagolasra a megfigyelt id6horizonton. Az elemzésekben mind a négy
mutatdszamot hasznaltam mind arakra, mind pedig YTM-ekre.

Természetesen a modelleket nem csak ezen szamszer(sitett hibamutatok alapjan
lehet 6sszehasonlitani. Fontos tényezd még a modell komplexitasa, tényezdinek szama,
hiszen kdnnyedén a tulillesztés csapdajaba eshetiink, és a modellek prediktiv képessége
elveszhet. IntG jel, ha tobb tényez6 bevezetése esetén alig csokkennek a hibamuta-
tdk. A tulillesztést persze leginkabb mintan kivili (out-of-sample) tesztekkel lehetne
detektalni. Szintén nem elhanyagolhat6 a modell futasi ideje, szamitasigénye. Az opti-
malizalas legtobbszér numerikus kozelitéssel torténik, nem pedig zart formulaval, ezért
modszertanilag helyes beallitasok is adhatnak rossz eredményeket, ha bonyolultabba
teszik az optimalizalandé fliggvényt. Erre kitérek majd a problémasabb eseteknél.

Az a tapasztalat, hogy az eltéré modelltipusok (Nelson-Siegel, Svensson, stb.) ren-
dezése az illeszkedés pontossaga szerint nem valtozik annak fliggvényében, hogy mi-
lyen hibamutatét valasztunk. Azonban egyes modelleken beliil el6fordulhat ilyen tipusu
inkonzisztencia a célfiiggvény megadasabdl kifolyolag. Példaul az abszollt hibakat mini-
malizalé célfiiggvény elméletileg jobb atlagos abszollt eltérést ad, a négyzetes hibakat
minimalizalo fliggvény pedig jobb atlagos négyzetes eltérést. Hasonldan, a YTM hibakat
minimalizal6 célfliggvény elméletileg jobb YTM illeszkedést biztosit, az arak eltérésének
minimalizalasa pedig jobb arilleszkedést. Azonban a gyakorlatban ezt befolyasolhatja
példaul a hibak sulyozasa és a célfliggvény bonyolultsaga, szamitasigénye. Az eredmé-

nyek vizsgalatanal erre még bovebben kitérek.

4. A baseline Nelson-Siegel modell

A modellspecifikacio, a célfliggvény és az optimalizalasi metddus megadasanal dssze-
sen legalabb nyolc paramétert tudunk legalabb kettd, de esetenként akar tizféle értékre
bedllitani. Ez mar 6nmagaban tébbezres nagysagrendli lehetdséget jelent, ehhez jon
még hozza a kezdbértékek és korlatok beallitasa, amellyel egyiitt gyakorlatilag végtelen

beadllitasi lehetdségiink van. Mivel lehetetlen az 6sszes paraméter 6sszes kombinacid-



jat letesztelni, ezért mindig egy baseline modellbdl indulok ki, ehhez képest valtoztatok
meg ceteris paribus egy-egy paramétert és elemzem ennek hatasat. Természetesen
esetenként, ahol mddszertanilag is indokolt, tdbb szimultan valtoztatds eredményeit
is bemutatom. A tapasztalataok szerint az egyes hatasok altalanosithatéak barmelyik
alapmodellre és azok bedllitasaira. Példaul hasonld hatasa van annak, ha az effek-
tiv/linearis kamatozas helyett folytonos kamatozassal szamolunk egy durationnel sulyo-
zott Nelson-Siegel modell esetében, mint egy spreaddel sllyozott Adjusted Svensson
modellnél.

A Nelson-Siegel a valaszthatd modelleink koziil a legegyszer(ibb és a szakiroda-
lomban leggyakrabban hasznalt, ezért érdemes ehhez viszonyitani a tobbit. A modell
becslése soran az dsszes (S, 51,52, A) paramétert szimultan becsiiljik meg a BFGS
algoritmussal, amely egy numerikus lokalis optimalizalasi modszer. Ez érzékeny a kez-
déértékek megadasara, ezért ezt az el6z0 id6szakok értékibdl egyszer(i mozgdatlaggal
hatarozzuk meg, és ehhez dinamikusan korlatokat is rendellink, azaz nem engedjik
meg a faktorok hirtelen ugrasait. A rovid és hossz hozamoknal is kikotjik a nemnega-
tivitast. Tovabba azt is meghatarozzuk, hogy a hozamgorbe a maximumat 1 és 10 év
kozott érheti el. Ezzel megakadalyozzuk azt, hogy a kézéptavu faktor hatassal legyen
a rovid és hosszi hozamokra.

A becslés soran a kozéparfolyamok négyzetes hibait minimalizaljuk, a papirok dura-
tionjének reciprokaval sulyozva. Erre a révid hozamok nagyobb volatilitdsa miatt van
szilkség. Az arszamitasnal a megadott diszkontkincstarjegy, illetve allamkdtvény ere-
deti arszamitasat (linearis, illetve effektiv) hasznaljuk.

A baseline Nelson-Siegel és az AKK &ltal hasznalt Spline modell eredményeinek
Osszehasonlitasat az alabbi két tablazat tartalmazza. Emlékeztetodl, a Hit ratio ese-

tében a nagyobb, a tébbi mutatd esetében a kisebb érték jelzi a jobban illeszkedd

modellt.
| Valtozat | MAE | RMSE | Hit ratio | Spread error |
Spline 0.1378 | 0.2049 | 0.9229 0.0762
Nelson-Siegel || 0.1728 | 0.2489 | 0.8526 0.1404

1. tblazat. Arak hibamutatoi, Spline és Nelson-Siegel



| Valtozat | MAE| RMSE | Hit ratio | Spread error |

Spline 0.0640 | 0.0844 | 0.9229 0.0151
Nelson-Siegel | 0.0837 | 0.1096 | 0.8526 0.0329

2. tablazat. YTM-ek hibamutatdi, Spline és Nelson-Siegel

Lathatd, hogy a baseline Nelson-Siegel modell a varakozasoknak megfeleléen min-
den hibamutatd esetén elmarad a rugalmasabb Spline modellt6l. Azonban a Spread
error kivételével (ami a mddszertanbdl kifolydlag szazalékosan is felnagyitja az eltéré-
seket) nem sokkal rosszabbak a Nelson-Siegel modell mutatdi. Ez azt jelenti, hogy a
modell méddszertanilag helyesen lett implementalva és az elGrejelzések soran a szakiro-

dalom alapjan a Spline-nal kisebb hibakat fog adni.

5. Modellvaltozatok

Ebben a fejezetben 6sszefoglalom az egy-egy paraméter megvaltoztatasaval jard hata-
sokat. A valtoztatasok négy kategodriaba lettek sorolva: modell, optimalizalasi metddus,

célfliggvény, illetve kezdGértékek és korlatok.

5.1. Modellek

Az alabbiakban bemutatasra keriil az NSS modellcsalad 6t kilonb6z6 hozamgorbe-
modellje, valamint a kiildnbdz6 arazasi mddszerek, amellyel meghatarozhatjuk a zé-
rokupon hozamgorbét. Lehetséges tovabba a spot hozamgdrbe helyett forward hoza-
mokkal szamolni, am ennek szamitasigénye tul nagy (numerikus integralas kell hozza),
és mddszertanilag se jelent semmilyen el6nyt ennek hasznalata. Az alabbi tablazatban

talalhato 6t modell De Pooter (2007) alapjan lett definialva.

| Modell neve | Belsd (3) paraméterek szama | Kiilsé (\) paraméterek szama |
Nelson-Siegel 3 1
Bjork-Christensen 4 1
Bliss 3 2
Svensson 4 2
Adjusted Svensson 4 2

3. tablazat. Modelltipusok



Ebben a részben a fenti tablazatban lathaté 6t modelltipus eredményei keriilnek

dsszehasonlitasra. Az alabbi tablazat ezen modellek 6sszehasonlitasanak eredményeit

tartalmazza.

| Valtozat | MAE| RMSE | Hit ratio | Spread error |
Nelson-Siegel 0.1728 | 0.2489 | 0.8526 0.1404
Bjork-Christensen || 0.1592 | 0.2260 | 0.8659 0.1187
Bliss 0.1943 | 0.2753 | 0.8183 0.1788
Svensson 0.1421 | 0.2027 | 0.8973 0.0938
Adjusted Svensson || 0.1447 | 0.2084 | 0.8972 0.0969

4. tablazat. Arak hibamutatdi, NSS modellvéltozatok

| Valtozat | MAE| RMSE | Hit ratio | Spread error |
Nelson-Siegel 0.0837 | 0.1096 | 0.8526 0.0329
Bjork-Christensen || 0.0804 | 0.1055 | 0.8659 0.0308
Bliss 0.0974 | 0.1269 | 0.8183 0.0452
Svensson 0.0711 | 0.0948 | 0.8973 0.0249
Adjusted Svensson || 0.0704 | 0.0930 | 0.8972 0.0226

5. tablazat. YTM-ek hibamutatdi, NSS modellvaltozatok

Lathato, hogy a Bjork-Christensen modell (Bjork & Christensen, 1997) minden eset-
ben jobb a Nelson-Siegelnél, a Svensson és Adjusted Svensson modell pedig jobb illesz-
kedést biztosit a Bjork-Christensennél. A Bliss-modell (Bliss, 1996) azonban a eggyel
tobb paraméter ellenére minden esetben elmarad a Nelson-Siegel modelltdl. Ugy tlinik
tehat, hogy eggyel tobb 5 paraméter hozzaadasaval lehet javitani a modell mintan beli-
li illeszkedésén. Ez korantsem meglepd, hiszen egy 6konometriai modell illeszkedésén
mindig javit egy extra magyarazo valtozd. Mindenképpen hasznos informacio, hogy
az Adjusted Svensson modell a legtobb hibamutatd alapjan kevesebb, mint feleannyi-
ra van a Spline modell illeszkedésétdl, mint a Nelson-Siegel. Raadasul a nyolc faktort
tartalmazd Spline modellhez képest ez csak hat faktort tartalmaz, amelyek mindegyike
a Nelson-Siegelhez hasonld kdzgazdasagi jelentéséggel bir. Kérdéses azonban, hogy
nem tulparametrizaltak-e a tobb faktort tartalmazé modellek. Erre a kérdésre azon-
ban leginkabb szintén az eldrejelzd képesség tudataban lehet majd valaszolni. Nyilik
egy tovabbi lehetGség is annak megvalaszolasara, hogy érdemes-e (és ha igen, milyen
id6szakokban) egy dsszetettebb, tobbfaktoros modellt hasznalni, errdl a kdvetkezo fe-

jezetben lesz szo.
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Lehetdség van arra is, hogy attérjiink folytonos kamatszamitasra. Ebben az esetben
feltessziik, hogy a papirok arai folytonos kamatszamitassal szamolhatdak ki, és ehhez
hatadrozzuk meg a hozamgorbét. Az dsszehasonlitas soran a becsiilt arakbdl a YTM-
eket viszont mar vagy az eredeti (DKJ-k esetében linearis, MAK papirokndl effektiv)
kamatszamitassal kell kiszamolni vagy egy folytonos kamatozast feltételez6 YTM-hez
kell viszonyitani a becsiilt értékeket. Az alabbi tablazatban talalhatd a folytonos kamat-

szamitas hasznalatanak eredménye az 6t modell esetén.

| Valtozat | MAE| RMSE | Hit ratio | Spread error |
Nelson-Siegel 0.1713 | 0.2477 | 0.8501 0.1411
Bjork-Christensen || 0.1528 | 0.2201 | 0.8814 0.1116
Bliss 0.1866 | 0.2671 | 0.8323 0.1713
Svensson 0.1400 | 0.2013 | 0.9029 0.0906
Adjusted Svensson || 0.1412 | 0.2053 | 0.9072 0.0929

6. tablazat. Arak hibamutatdi, NSS modellvaltozatok folytonos kamatszamitassal

| Valtozat | MAE| RMSE | Hit ratio | Spread error |
Nelson-Siegel 0.0819 | 0.1065 | 0.8501 0.0313
Bjork-Christensen || 0.0715 | 0.0922 | 0.8814 0.0244
Bliss 0.0894 | 0.1158 | 0.8323 0.0398
Svensson 0.0672 | 0.0878 | 0.9029 0.0203
Adjusted Svensson || 0.0647 | 0.0837 | 0.9072 0.0177

7. tablazat. YTM-ek hibamutatdi, NSS modellvaltozatok folytonos kamatszamitassal

Folytonos kamatszamitassal mind az arak, és még inkabb a YTM-ek esetén ked-
vezObb értékeket tapasztalunk az 6sszes modellre. Lathatd, hogy valéban nem be-
folyasolja Iényegileg az alkalmazott modell a folytonos kamatozasra valo attérés altal
okozott valtozast. A javulas oka valdszinlleg az, hogy a folytonos kamatozasi tipus kon-
zisztensebben elhelyezkedd hozampontokat eredményez, amire kisebb hibakkal lehet
gorbét illeszteni. Mddszertani elénye is van, igy a loghozam gorbéjét lehet konkrétan
megkapni, nem pedig egy linearis és effektiv kamatszamitasi modszerek keverékébol
Osszerakott gorbét. ErGsen javasolt tehat a folytonos kamatozas hasznalata az elem-

zésben.
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5.2. Optimalizalasi metddusok

Ez a rész a hozamgorbe-illesztéshez hasznalhatd optimalizalasi metédusokba ad bete-
kintést. A becslések elkészitése soran nyolcféle optimalizalasi algoritmus keriilt 6ssze-
hasonlitasra. Az alabbi tablazatban talalhaté a modszerek néhany fontos tulajdonsaga,
mégpedig, hogy determinisztikus-e vagy fiigg egy véletlenszdm-generatortdl; hogy lo-
kalis, globalis vagy hibrid optimumkeresd algoritmusrdl van-e sz6; valamint hogy mek-
kora szamitasigénye van, amelyet a futasi idével lehet szemléltetnil. Megjegyzendd,

hogy a nem determinisztikus modellek eredményei is reprodukalhatdak.

| Modszer | Determinisztikus | Tipus | Futasi idd (dra) |
BFGS igen lokalis 0.15
Particle Swarm Optimization nem globalis 1.5
Simulated Annealing nem globalis 3.7
Genetic Algorithm nem globalis 15
PSO+BFGS nem hibrid 1.7
SA+BFGS nem hibrid 3.9
GA+BFGS nem hibrid 15
Global Search igen hibrid 3

8. tablazat. Optimalizalasi mddszerek tulajdonsagai

Lathatd, hogy hatalmas kiilonbségek vannak a futasi idokben a BFGS és a tobbi
algoritmus kozott. A Particle Swarm, Genetic Algorithm és Simulated Annealing méd-
szerekrol a mi szempontunkbdl csak az a Iényeges, hogy ezeknél nem sziikséges kezd6-
értéket megadni, hiszen az egész (korlatos) optimalizalasi tartomanyt vizsgaljak. Azon-
ban ezek a mddszerek nem determinisztikusak, a végeredményiiket befolyasolja egy
véletlenszam-generator. Tovabba ezek az algoritmusok a globalis optimum hozzaveto-
leges helyét tudjak megadni, amely legtobb esetben nem egy konkrét lokalis optimum.
Raadasul az egyes futtatasok soran torténhetnek olyan esetek, hogy az elsd idépont-
ban, amikor még az idésoros korlatok hianyaban elég nagy az optimalizalasi tér, egy
kézgazdasagilag értelmezhetetlen optimumba konvergal az algoritmus, amibdl rossz
idésoros korlatok lesznek meghatarozva. Ezen lehet javitani a hibrid metddusokkal.
Ennek mddszertana az, hogy az egyik globalis optimalizalasi metddus meghatarozza a
globalis optimum hozzavetdleges helyét, amit a BFGS kezd6értéknek hasznal és meg-

hatarozza a lokalis és egyben globalis optimumot. Ez a mddszer kevésbé érzékeny

LA tablazatban feltiintetett futasi idok a teljes, 14 éves idGszakra torténé Nelson-Siegel modell futta-
tasanak eredményei. A futtatas egy Intel 650 @ 3.2GHz CPU-n tortént
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a véletlenszam-generator altal meghatarozott értékre, hiszen ezt csak a kezddérték
meghatarozasara hasznalja. Tovabbi lehet6ség a Global Search, amely egy algoritmus
alapjan meghatarozott tobb kezd6értékekbdl futtat BFGS algoritmust és ezek koziil a
legjobb lokalis optimumot tekinti globalisnak. Az alabbi tablazatokban taldlhatéak a
Nelson-Siegel modell becsiilt értékeinek hibai a kiilonb6z6 optimalizalasi algoritmuso-

kat hasznalva.

| Valtozat | MAE| RMSE | Hit ratio | Spread error |
BFGS 0.1728 | 0.2489 | 0.8526 0.1404
Particle Swarm Optimization || 0.1729 | 0.2490 | 0.8524 0.1405
Simulated Annealing 0.1873 | 0.2706 | 0.8316 0.1597
Genetic Algorithm 0.1729 | 0.2489 | 0.8520 0.1406
PSO+BFGS 0.1729 | 0.2491 | 0.8526 0.1409
SA+BFGS 0.1873 | 0.2706 | 0.8316 0.1597
GA+BFGS 0.1727 | 0.2488 | 0.8528 0.1400
Global Search 0.1727 | 0.2488 | 0.8530 0.1398

9. tablazat. Arak hibamutatdi, optimalizalasi metddusok

| Valtozat | MAE| RMSE | Hit ratio | Spread error |
BFGS 0.0837 | 0.1096 | 0.8526 0.0329
Particle Swarm Optimization || 0.0837 | 0.1095 | 0.8524 0.0328
Simulated Annealing 0.0913 | 0.1199 | 0.8316 0.0399
Genetic Algorithm 0.0839 | 0.1097 | 0.8520 0.0331
PSO+BFGS 0.0838 | 0.1096 | 0.8526 0.0329
SA+BFGS 0.0913 | 0.1199 | 0.8316 0.0399
GA+BFGS 0.0836 | 0.1094 | 0.8528 0.0328
Global Search 0.0836 | 0.1094 | 0.8530 0.0328

10. tablazat. YTM-ek hibamutatoéi, optimalizalasi metddusok

Lathatd, hogy egyik modell sem ad Iényegesen jobb eredményt a BFGS-nél, a csak
globalis metddusok raadasul rosszabbul teljesitenek. A hibrid algoritmusok esetleg egy-
két napon mas (jobb) globalis optimumot talalnak, azonban ennek hatasa elenyészen
kicsi ahhoz képest, hogy mennyivel nagyobb a szamitasigényiik. Egyértelmd tehat,
hogy a BFGS mddszert érdemes hasznalni, és esetleg ellendrizni valamelyik globalis
vagy hibrid metddussal. Konnyl ugyanis hibakat elkdvetni a BFGS beallitasainal, ame-
lyek igy ki tudnak derdilni.

A BFGS algoritmus érzékeny bizonyos beallitasokra, amire érdemes odafigyelni. Kor-

latok hozzaadasa akkor is meg tudja valtoztatni az eredményt, ha a hozzaadott korlat
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irrelevans vagy a faktoroktdl fiiggetlendl teljesithetetlen. Tovabba a toleranciaértéke-
ket, amelyek az optimalizalas pontossagat befolyasoljak, érdemes Ugy megadni, hogy
tiikrozzék a célfiggvény hibajanak nagysagrendjét. Példaul Fama-Bliss hozamok op-
timalizalasa esetén (10~2 nagysagrend) érdemes kisebb toleranciaértékeket bedllitani,

mint araknal (102 nagysagrend).

5.3. A célfliggvény meghatarozasa

A célfiiggvény meghatarozasanal kétféle megfigyelés hibainak minimalizalasa koziil va-
laszthatunk: arak, illetve YTM-ek. Szamolhatunk négyzetes, illetve abszolut eltérések-
kel, illetve tobbféle modszerrel sulyozhatjuk a papirokat. Példaul a spread inverzével
vald sulyozas a likviditast hivatott kifejezni, nagyobb sullyal veszi figyelembe a kisebb
spreaddel rendelkez0, igy likvidebb papirokat. A szakirodalomban leggyakrabban hasz-
nalt mddszer a (modified) duration inverzével, avagy ennek négyzetével valo sulyozas.
A dutation-0s sulyozas kdzgazdasagilag azzal indokolhat6, hogy a révidebb duration-
nel rendelkez0 papirok megfigyelt ara pontosabban tiikrdzi a valddi arukat. Az alabbi
tablazat hat modell hibamutatoit tartalmazza. A baseline-hoz képest a masodik modell
k6zép YTM-bdl szamitott arfolyammal dolgozik, a harmadik a célfiiggvényt a Spread er-
ror hibamutatd szerint hatarozza meg, a negyedik abszolut hibakkal szamol négyzetes
helyett, az 6todik a YTM-ek sulyozatlan hibait minimalizalja, folytonos kamatszamitas
mellett, amely az egyik helyes mddszertan Berenguer et al. (2013) szerint, ha a YTM
hibak homoszkedaszticitasat feltételezziik. Megjegyzendd, hogy az utolsé modell (YTM

becslések) futasi ideje nagyjabol a hatvanszorosa (10 éra) az arak hibajat minimalizald

becslésnek.
| Valtozat | MAE | RMSE | Hit ratio | Spread error |
Baseline (k6zépar, abszolut hibak) 0.1728 | 0.2489 | 0.8526 0.1404
Szamitott kdzépar 0.1729 | 0.2491 | 0.8524 0.1418
Spread 0.2565 | 0.3847 | 0.8086 0.2439
Abszolut hibak 0.1820 | 0.3159 | 0.8702 0.2341
Sulyozatlan YTM becslés, folytonos kamatozas || 0.1902 | 0.2911 | 0.8465 0.1794

11. tablazat. Arak hibamutatdi, kiilonbdz6 célftiggvények
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| Valtozat | MAE | RMSE | Hit ratio | Spread error |

Baseline (kdzépar, abszolut hibak) 0.0837 | 0.1096 | 0.8526 0.0329
Szamitott kozépar 0.0837 | 0.1096 | 0.8524 0.0329

Spread 0.1029 | 0.1232 | 0.8086 0.0221

Abszolut hibak 0.0749 | 0.1057 | 0.8702 0.0330

Sulyozatlan YTM becslés, folytonos kamatozas || 0.0849 | 0.1102 | 0.8465 0.0307

12. tablazat. YTM-ek hibamutatoi, kilonb6z6 célfiiggvények

A fenti tablazatbodl az dertl ki, hogy a durationnel val6 sulyozas miatt? a vart ered-
mények a YTM hibamutatdknal jelennek meg és nem az araknal. Ott minimalizalja a
spread moddszertan a Spread errort és az abszolit hibak hasznalata a MAE mutatot.
Igazabdl nem lényeges, hogy melyik k6zéparfolyamot hasznaljuk. Az abszolit hibak
hasznalata az arakra tobb nagy hibat eredményez, mint a négyzetes hibaké, ezért a
Spread error és RMSE mutatoi gyengék. A spread modszertan pedig egy rosszul visel-
kedd célfliggvényt eredményez, hiszen végtelen sok globalis minimuma lehet egy-egy
papirra, a hiba ugyanis 0, ha a spread savba esik az optimalizalas. Leginkabb a négy-
zetes hibakat érdemes hasznalni.

A YTM becslések eredményei csak folytonos arazas esetén adnak értékelhet6 ered-
ményeket, de illeszkedésben nem jobbak az arhibakat minimalizal6 becsléseknél. Ezért
inkabb az utdbbiakat érdemes hasznalni.

A papirok sUlyozaséra is tobbféle lehetdségiink van. Az AKK &ltal hasznalt Spline
modszertan a spread nagysaganak inverzével vald sulyozast alkalmazza. Berenguer
et al. (2013) alapjan a sulyozatlan YTM becslés mellett a modified duration négyze-
tének inverzével valo sulyozas a helyes modszertan. Az alabbi tablazatban talalhatéak
a kiilénb6z6 sulyozashoz kapcsolddd hibamutatdk. A spread sulyozas nem sszekeve-

rend0 a spread error-t minimalizald célfiiggvénnyel.

2A modified duration négyzetének inverzével vald stlyozas a YTM hibakat minimalizalja (Berenguer
etal., 2013). A
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| Valtozat | MAE | RMSE | Hit ratio | Spread error |

Baseline (Duration) || 0.1728 | 0.2489 | 0.8526 0.1404
Spread 0.1910 | 0.2906 | 0.8767 0.1695

Ar 0.1789 | 0.2363 | 0.7849 0.1431

Lejarat 0.1742 | 0.2550 | 0.8576 0.1452
Modified Duration || 0.1731 | 0.2433 | 0.8385 0.1388
Duration? 0.1928 | 0.3000 | 0.8713 0.1966
Modified Duration® || 0.1800 | 0.2646 | 0.8721 0.1548

13. tablazat. Arak hibamutatdi, kiilénb6zd stlyozas

| Valtozat | MAE | RMSE | Hit ratio | Spread error |
Baseline (Duration) || 0.0837 | 0.1096 | 0.8526 0.0329
Spread 0.0799 | 0.1032 | 0.8767 0.0248

Ar 0.1156 | 0.1630 | 0.7849 0.0812

Lejarat 0.0821 | 0.1070 | 0.8576 0.0308
Modified Duration || 0.0884 | 0.1167 | 0.8385 0.0389
Duration? 0.0790 | 0.1002 | 0.8713 0.0248
Modified Duration? || 0.0794 | 0.1013 | 0.8721 0.0253

14. tablazat. YTM-ek hibamutatdi, kilonb6z6 sulyozas

Az adatok elemzésébdl az deriil ki, hogy van valamennyi atvaltas az arak és a YTM-
ek hibamutatdi k6zott. A spread és a négyzetes modified duration adja a legjobb YTM
hibamutatdkat, mig az arak esetében ezek kevésbé jok. A tapasztalatok alapjan a
szakirodalomban ajanlott, modified duration négyzetének inverzével sulyozé modellt

érdemes hasznalni, ez viszonylag joé értékeket ad mind arakra, mind YTM-ekre.

5.4. Kezdoértékek és korlatok

A kezd6értékek és korlatok meghatarozasanak nincsen kiforrott szakirodalma, egyér-
telIm{ mddszertana a hozamgorbe-modellezésben. A numerikus lokalis optimalizalasi
algoritmusok (példaul az itt hasznalt BFGS) érzékenyek a kezdOértékek megadasara.
Rossz kezdoértékkel el6fordulhat, hogy egy, a globalis optimumtdl tavol es6 lokalis op-
timumot ad megoldasként az optimalizalasi algoritmus. Alapvetéen kétféle modszert
valaszthatunk a kezd6értékek megadasara. Vagy az el6z6 napok faktorértékei alapjan
kovetkeztetlink az adott napi optimum helyére, tehat idosoros technikakkal hataroz-
zuk meg a kezdGértéket, vagy pedig az adott napi hozamokbdl szamoljuk ezt ki. A

lokalis optimalizalasi algoritmus elméleti kezdoérték-érzékenységébdl adddo vart prob-
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lémak azonban nem jelentek meg az elemzés soran. Ebben a konkrét optimalizalasi
feladatban a tapasztalatok alapjan a kezd6érték meghatarozasa nem befolyasolja je-
lent6s mértékben a kiszamitott optimalis faktorértéket. Az optimalizalasi probléma nem
annyira komplikalt, hogy az algoritmus egy, a globalis optimumtdl tavol es6 lokalis op-
timumba konvergaljon.

Azonban a mi esetiinkben fennall ennek a problémanak az ellentéte, mégpedig,
hogy az optimalizalasi tér tobb, hasonldan jo lokalis optimummal rendelkezik, am ezek
kozil néhany (sokszor beleértve a globalis optimumot is) idosorosan értelmezhetetlen
faktorértékeket ad. Ez példaul abban nyilvanul meg, hogy a 3, faktor a kelleténél
kevésbé korrelal a megfigyelt hosszitavd hozamokkal.

Ennek kezelésére érdemes az egyes faktorokra korlatokat is megadni. Erre is tobb-
féle mddszert alkalmazhatunk. Egyrészt megadhatunk Ugynevezett vagasi értékeket a
kezdoértékekhez képest. Ez azt jelenti, hogy az optimalizalasi teret Ugy korlatozzuk,
hogy az egyes faktorok az adott napi idGsoros vagy empirikus médszerrel meghatarozott
kezdoértéktdl csak kevéssel (1-3) térhetnek el. Ezt kombinalhatjuk konstans korlatok
bevezetésével is. Ezek meghatarozasa a modellben részben De Pooter (2007) alapjan
tortént. Az elso faktor 0 és 30 kozé, a tobbi 3 faktor pedig -30 és 30 kozé lett szoritva,
a X korlatai pedig ugy lettek meghatarozva, hogy a hozamgdrbe a pupossaganak ma-
ximumat 1 és 10 év kozott érheti el. A konstans 3 korlatok jelentéstartalma a hosszu
hozamok korlatozasa 0 és 30% kozé, valamint a rovid hozamok korlatozasa 0 és 60%
kozé. A gyakorlatban természetesen sosem (itkozik bele egyik 3 faktor sem ezekbe a
korlatokba, pusztan az optimalizalasi tér sz(ikitése végett lettek implementalva.

Az alabbi tablazatban lathatjuk hét kiilénb6z6 kezddérték-korlat modszertan ered-
ményét. A baseline modell egyszer( linearis mozgdatlag alapjan, az el6z6 20 nap fak-
torértékeibdl hatarozza meg a kovetkez6 napi kezddértéket. A linearis mozgdatlag
minden megfigyelést egyenl6 sullyal vesz figyelembe. A masodik modell exponencia-
lis mozgdatlagot hasznal az dsszes eddigi megfigyelést figyelembe véve, a régebbieket
egyre csokkeno sullyal. Az elso két modellnél a fent emlitett konstans korlatok mellett a
(3 paramétereknél 2-es, a A\-nal 0.25-0s vagasi érték lett meghatarozva. Ez utébbi a pu-
possag helyére nagyjabdl fél év eltolodast tesz lehetové mindkét iranyban- A harmadik
és negyedik modell a baseline-hoz hasonldan linearis mozgdatlagot hasznal, kevésbé

szigoru (a masodikhoz képest kétszer akkora, illetve végtelen) vagasi értékekkel. Az
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6todik modell empirikus modszerrel, a megfigyelt hozamokbdl hatarozza meg a kezdo-
értékeket. A B, kezddértékét a 10 évnél hosszabb atlaghozamtdl tessziik fliggove, a
$1-ét a 6 hénapnal rovidebb hozamokbodl hatarozzuk meg, a harmadik faktorét pedig a
kozéptavli hozamok alapjan. A 3 paraméterek vagasi értékei 1, 1 és 3; a A\-hoz csak

konstans korlat tartozik. A hatodik és hetedik modell a 3-k korlatait lazitja.

| Valtozat | MAE | RMSE | Hit ratio | Spread error |
Baseline 0.1728 | 0.2489 | 0.8526 0.1404
Exponencialis mozgdatlag 0.2498 | 0.3541 | 0.7957 0.2354
Alacsonyabb iddsoros korlatok 0.1609 | 0.2318 | 0.8677 0.1219
IdGsoros kezdoérték, nincs korlat || 0.1528 | 0.2206 | 0.8804 0.1100
Empirikus korlat 0.1792 | 0.2820 | 0.8780 0.1631
Alacsony empirikus korlat 0.1581 | 0.2335 | 0.8877 0.1207
Empirikus kezdGérték, nincs korlat || 0.1536 | 0.2243 | 0.8882 0.1104

15. tablazat. Arak hibamutatdi, kezdGértékek és korlatok modositasa

| Valtozat | MAE | RMSE | Hit ratio | Spread error |
Baseline 0.0837 | 0.1096 | 0.8526 0.0329
Exponencialis mozgdatlag 0.1190 | 0.1492 | 0.7957 0.0660
Alacsonyabb idOsoros korlatok 0.0782 | 0.1032 | 0.8677 0.0282
IdGsoros kezdoérték, nincs korlat || 0.0746 | 0.0991 | 0.8804 0.0258
Empirikus korlat 0.0779 | 0.1025 | 0.8780 0.0296
Alacsony empirikus korlat 0.0735 | 0.0972 | 0.8877 0.0252
Empirikus kezdGérték, nincs korlat || 0.0727 | 0.0962 | 0.8882 0.0241

16. tablazat. YTM-ek hibamutatdi, kezd6értékek és korlatok mddositasa

Megfigyelhetd, hogy a korlatok csdkkentésével, illetve elhagyasaval javitani lehet
a modell illeszkedésén. Ha id6soros korlatokat hasznalunk, érdemes inkabb kevesebb
idépontot figyelembe venni és linearis mozgdatlagot hasznalni. Az empirikus kezddér-
tékek és korlatok viszont a legtobb esetben valamennyivel jobb YTM illeszkedést biz-
tositanak a hasonldan szigoru korlatokat hasznaldé mozgdatlagos becsléshez képest.
Erdemes megfigyelni a negyedik és hetedik modell kozétti kiilénbséget. Mindketténél
csak konstans korlatokat hasznalunk, minddssze a kezd6érték meghatarozasa kiilonbo-
zik. Lathato, hogy a kezd6érték meghatarozasa valdoban nem befolyasolja jelentésen
az illeszkedést. A jobb illeszkedés ellenére nem érdemes elhagyni a korlatokat. Ennek

okardl bévebben az idésoros vizsgalatnal lesz szo.
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5.5. A Fama-Bliss bootstrap mddszer

A Fama-Bliss bootstrap mddszer (Fama & Bliss, 1987) a megfigyelt allamkotvények,
illetve diszkontkincstarjegyek arjegyzéseibdl hatarozza meg a forward hozamgorbét.
A kiilonbozo lejaratok kozotti forward ratat konstansnak véve ki lehet szamolni eb-
bol a zérdkupon hozamokat. A mddszer hasznalataval kdzvetleniil a hozamokra lehet
NSS tipust modelleket illeszteni. A mddszer hasznalatanak elénye, hogy konzisztensen
mindenhol folytonos kamatozast feltételez és elkeriili az optimalizalas soran a hozamok-
rol arakra vagy YTM-ekre torténd atszamitast. Azonban jelentsen befolyasolhatja az
eredményeket, hogy konkrétan milyen lejaratokat vesziink bele az illesztésbe. Az alab-
bi tablazatban lathaté néhany Fama-Bliss illesztés eredménye a baseline Nelson-Siegel
modellhez viszonyitva. Erdemes a hosszabb lejaratt papirokat kisebb stllyal figyelembe
venni, de a szakirodalom alapjan nem egyértelmd, hogy mennyivel. Az egyenletesen
elhelyezkedd pontok rosszabb YTM és jobb arilleszkedést biztositanak annal, mint ha
savosan, kortlbelll a huszadara ritkul a hosszu lejaratoknal a pontok szama a rovid
lejaratokhoz képest. Ez utdbbihoz hasonldé eredményt ad, bar némileg jobb arilleszke-
déssel, ha négyzetesen ritkulnak a pontok. A gyorsabb ritkulas altalanosan jobb YTM

€s rosszabb arilleszkedést ad.

| Valtozat | MAE| RMSE | Hit ratio | Spread error |
Baseline 0.1728 | 0.2489 | 0.8526 0.1404
Egyenletes 0.1774 | 0.2451 | 0.8159 0.1400
Savosan ritkuld 0.1809 | 0.2839 | 0.8673 0.1725
Négyzetesen ritkuld 0.1762 | 0.2592 | 0.8637 0.1419
Harmadfoku fliggvény szerint ritkuld || 0.1793 | 0.2667 | 0.8677 0.1477
Exponencialisan ritkuld 0.1889 | 0.2884 | 0.8703 0.1738

17. tablazat. Arak hibamutatdi, Fama-Bliss illesztés

Valtozat | MAE| RMSE | Hit ratio | Spread error |
Baseline 0.0837 | 0.1096 | 0.8526 0.0329
Egyenletes 0.0947 | 0.1253 | 0.8159 0.0478
Savosan ritkuld 0.0775 | 0.0993 | 0.8673 0.0255
Négyzetesen ritkuld 0.0785 | 0.1002 | 0.8637 0.0255
Harmadfoku fiiggvény szerint ritkulé || 0.0773 | 0.0981 | 0.8677 0.0237
Exponencialisan ritkuld 0.0764 | 0.0961 | 0.8703 0.0223

18. tablazat. YTM-ek hibamutatoi, Fama-Bliss illesztés
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5.6. Legendre-féle modellek

Az Laguerre-polinomokat hasznalé NSS modellek alternativajaként jott Iétre a Legend-
re modell (Hubig (2013), Almeida (2005)), amelynek faktorai transzformalt Legendre
polinomok. El6nye, hogy igy tetszés szerinti bels6 paraméterszamot valaszthatunk, vi-
szont faktorok és a hozamok kozotti kapcsolat értelmezése koriilményesebb, mint az
NSS esetében. Egy n-faktoros Legendre modellbdl a kbvetkezOképpen szamolhato ki a
hozam:

Legyen

27}
max(7;)

z(1) =

Vegylik észre, hogy az = értéke -1 lesz egy ebben a pillanatban lejard papir esetén
és 1 az adott napon leghosszabb lejaratu papir esetén.

Tovabba legyen P, () a k-adik Legendre-polinom értéke az x helyen. Ekkor

n—1
yt(xt) = Z 5t,kpk($t)
k=0

A Legendre-modell esetében a rovid hozam a faktorok valtakozo elGjelli 6sszege, a

hosszll hozam pedig a faktorok 6sszege, tehat:

[y

n—1
limy,(1) =Y (=1)*Bs ; lim )yt(T) = Zﬁt,k
k=0

3

710 0 T—max(7¢

i

Megjegyzendd, hogy az itt vazolt parametrizacio kiilonbdzik a Reguly (2015) elem-
zésében leirt valtozattol.

A 3 paramétereknek itt is adhatunk az NSS modellekhez hasonlé kdzgazdasagi ér-
telmezést (szint, meredekség, gorbiilet, gorbilet valtozasai, stb.). Lathatd viszont,
hogy ez a modell nem tartalmaz \ paramétert, amely egy teljes egészében linearis, te-
hat legkisebb négyzetek mddszerével (OLS) becsiilhetd modellt eredményez, ha Fama-
Bliss hozamgorbére illesztiink. Kozvetlenll az arra vald illesztés esetén még sziikség
van numerikus optimalizalasi modszerekre. A Legendre modellek illesztésénél az eld-
z6ekben javasolt beallitasokat (folytonos kamatszamitas, modified duration inverzével

vald sllyozas) hasznalom. Az alabbi két tablazat 4-, 6-, valamint 8-faktoros Legendre

20



modellillesztések eredményeit tartalmazza. Az els6 harom modell az arakra BFGS-sel

becsiilt illesztés, a masodik harom pedig Fama-Bliss hozampontokra térténd illesztés.

| Valtozat | MAE| RMSE | Hit ratio | Spread error |

Baseline NS 0.1728 | 0.2489 | 0.8526 0.1404
Arillesztés, 4 faktor || 0.1785 | 0.2527 | 0.8540 0.1500
Arillesztés, 6 faktor || 0.1165 | 0.1662 | 0.9213 0.0656
Arillesztés, 8 faktor || 0.0895 | 0.1274 | 0.9465 0.0391
Fama-Bliss, 4 faktor || 0.1833 | 0.2584 | 0.8346 0.1401
Fama-Bliss, 6 faktor || 0.1315 | 0.1856 | 0.9115 0.0692
Fama-Bliss, 8 faktor || 0.1189 | 0.1667 | 0.9347 0.0533

19. tablazat. Arak hibamutatoi, Legendre modellek

| Valtozat | MAE | RMSE | Hit ratio | Spread error |

Baseline NS 0.0837 | 0.1096 | 0.8526 0.0329
Arillesztés, 4 faktor || 0.0822 | 0.1042 | 0.8540 0.0268
Arillesztés, 6 faktor | 0.0598 | 0.0792 | 0.9213 0.0147
Arillesztés, 8 faktor || 0.0504 | 0.0677 | 0.9465 0.0101
Fama-Bliss, 4 faktor || 0.0874 | 0.1111 | 0.8346 0.0321
Fama-Bliss, 6 faktor || 0.0632 | 0.0827 | 0.9115 0.0163
Fama-Bliss, 8 faktor || 0.0563 | 0.0740 | 0.9347 0.0127

20. tablazat. YTM-ek hibamutatdi, Legendre modellek

Lathatd, hogy a Fama-Bliss modellek valamivel rosszabb illeszkedést adnak az aril-
lesztésnél. Ez utdbbiak koziil a négyfaktoros modell illeszkedésben a baseline Nelson-
Siegel szintjén van, holott paramétereiben gyakorlatilag linedris. A hatfaktoros jobb
eredményt ad az er6sen nemlinearis Svensson modellnél, a nyolcfaktoros pedig a szin-
tén nyolc paramétert hasznalé Spline-nal is pontosabb illesztést ad.

A Legendre-modell komoly hatranya a faktorok és hozamok kdzotti kapcsolat koriil-
ményes értelmezése, kiilonos tekintettel a kdzéptavd hozamokra. Tovabba a Legendre
modell nem hasznalhatd a becslésben szerepl6 leghosszabb lejaraton tuli extrapola-
cidra, ugyanis )\ paraméter hianyaban a rovid- és kézéptavu faktorok loadingjai nem
konvergalnak 0-ba, mint az NSS modelleknél. Ezen felll a szakirodalomban nincs bizo-
nyiték a Legendre-modell elorejelzési képességérdl, szemben a bizonyitottan jo el6re-
jelzési mutatdkkal rendelkez6 NSS modellekrdl.
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6. A faktorok iddsoros vizsgalata

Az id6soros vizsgalatoknal két fontos kérdés mertil fel: megfelelnek-e a faktorok érté-
kei a kbzgazdasagi értelmezésnek, miszerint az NSS modellek els6 faktorai a hosszy,
masodik faktorai révid, harmadik faktorai pedig a kézéptavi hozammal allnak kap-
csolatban. Az alabbi abran lathatéak az allamkotvény- illetve diszkontkincstarjegy-
arjegyzések alapjan szamolt hosszu (10 éven tuli), kdzéptava (1.5 és 3.5 év kozott)

illetve rovid (6 honapnal révidebb) atlaghozamok.
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1. dbra. Magyar forint atlaghozamok 2002-2015

Természetesen ranézésre is lathatd, hogy elég nagy korrelacié van a harom atlag-
hozam kozott. A kovetkez6 abran a rezidualis hozamok lathatok, amelyek (ha helyes
a modellspecifikacionk), megfeleltethetéek az egyes NSS, illetve Legendre-féle fakto-
roknak. A hosszU hozam tovabbra is a 10 év folotti atlaghozam. A révid rezidualis
hozamot Ugy kaphatjuk meg, hogy a révid hozambdl kivonjuk a hosszii hozamot. A
kozéptavu rezidualis hozam pedig a kdzéptavd hozam kétszerese minusz a rovid és a

hosszu atlaghozam.
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2. abra. Rezidualis hozamok 2002-2015

Az alabbi tablazat az abszolut korrelacids értékeket tartalmazza a relevans faktorok,
illetve a hosszl, valamint kdzéptavu és rovid rezidualis hozamok kozott. A Legend-
re modellek eltérd karakterizacidja miatt a kozéptavu faktorra nem lehet egyértelmi
faktormegfeleltetést talalni, igy csak a rovid- és hosszi hozamok korrelaciéi lettek fel-
tlntetve.

| Valtozat | Rovid hozam | Kdzéptavi hozam | Hossz hozam |
Baseline NS 0.8971 0.8535 0.7070
IdGsoros NS, korlat nélkdil 0.9609 0.8235 0.6181
Empirikus NS, magas korlatok 0.9852 0.9604 0.8659
Empirikus NS, alacsony korlatok 0.9787 0.9355 0.7398
Empirikus NS, korlat nélkiil 0.9666 0.9201 0.6308
Legendre arillesztés, 6 faktor 0.9798 N/A 0.9620
Legendre arillesztés, 8 faktor 0.6831 N/A 0.9136

21. tablazat. Faktorok és hozamok korrelacidja

A révid hozamokkal vald korrelacié két modell kivételével mindenhol 95% folotti.
Ezért nyolcfaktoros Legendre modellt nem érdemes alkalmazni, valamint az id6soros
korlatok hozzaadasa szintén rontja a rovid hozamokkal vald korrelaciét. Ez nem meg-
lepd, hiszen igy lassabban reagal a modell a valtozasokra. Azonban korlatok hianyaban
csak 60% koriili a hosszi hozammal vald korrelacié. Id6soros korlatokkal ezt 70%-ra,
hasonldan szigort empirikus korlatokkal pedig 85% folé lehet vinni. Mivel az empirikus

korlatok hasznalata jobb YTM illeszkedést is biztosit, ezért egyértelm(ien ezt (3. mo-
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dell) érdemes hasznalni a Nelson-Siegelek koziil. Mindazonaltal érdemes megjegyezni,
hogy a hatfaktoros Legendre mind illeszkedésben, mind korrelacioban jobb eredménye-
ket ad a Nelson-Siegelnél. Komoly hibaja azonban a kdzéptavd hozamok egyértelmii

értelmezésének nehézsége.

7. Néhany javasolt modell

Az el6z6ekben leirtak tanulsagait felhasznalva alljon itt néhany konkrét javaslat, hogy
milyen modelleket érdemes hasznalni. Viszonyitasképpen az els6 két modell legyen a
Spline és a baseline Nelson-Siegel. A harmadik modell a Nelson-Siegel egy feljavitott
valtozata, folytonos kamatszamitassal és inverz modified durationnel val6 sulyozassal,
valamint empirikus kezd6értékekkel és korlatokkal. A negyedik modell egy Adjusted

Svensson, az 6todik pedig egy hatfaktoros Legendre arillesztés.

| Valtozat | MAE| RMSE | Hit ratio | Spread error |
Spline 0.1378 | 0.2049 | 0.9229 0.0762
Baseline NS 0.1728 | 0.2489 | 0.8526 0.1404
Javitott NS 0.1992 | 0.3171 | 0.8830 0.2142
Adjusted Svensson || 0.1412 | 0.2053 | 0.9072 0.0929
Legendre 0.1165 | 0.1662 | 0.9213 0.0656

22. tablazat. Arak hibamutati, javasolt modellek

| Valtozat | MAE| RMSE | Hit ratio | Spread error |
Spline 0.0640 | 0.0844 | 0.9229 0.0151
Baseline NS 0.0837 | 0.1096 | 0.8526 0.0329
Javitott NS 0.0783 | 0.0986 | 0.8830 0.0261
Adjusted Svensson || 0.0647 | 0.0837 | 0.9072 0.0177
Legendre 0.0598 | 0.0792 | 0.9213 0.0147

23. tablazat. YTM-ek hibamutatoi, javasolt modellek

A tablazatbdl kideriil, hogy a Nelson-Siegel modellnek leginkabb a YTM illeszke-
désén lehet javitani, valamennyire az arilleszkedés karara. Tobb faktor bevonasaval
lehet javitani az illeszkedésen: a hatfaktoros Adjusted Svensson és Legendre model-
lek sok esetben hasonl6 vagy kicsit jobb illeszkedési mutatdkkal rendelkeznek, mint a
Spline. Leginkabb az el6rejelz0 képesség a donté abban, hogy melyik modellt érde-

mes alkalmazni. A Nelson-Siegel modell elénye a viszonylagos egyszer(isége, hatranya

24



a kevésbé rugalmas illeszkedés. Az Adjusted Svensson modell elénye a paraméterek
értelmezhetfsége nagyobb rugalmassag mellett, hatranya az er6s nemlinearitasa. A
Legendre modell szintén rugalmas illeszkedést biztosit, gyakorlatilag paramétereiben
linearis, azonban a k6zéptavl hozamok és a hozzajuk tartozd faktorok nem értelmez-

hetéek egyszerd modon.

8. Konkluzio

Az el6z6ek soran attekintésre keriiltek a Nelson-Siegel-Svensson modellek paraméter-
becsléséivel kapcsolatos kérdések. A legfobb kovetkeztetés az, hogy érdemes minden-
képp a szakirodalomban leggyakrabban hasznalt mddszertannal (folyamatos kamato-
zas, négyzetes modified duration inverzével vald sulyozas) elvégezni a hozamgorbe-
illesztést. A folytonos kamatozas hasznalatanak csak modellezési jelentésége van, a
gyakorlatban tovabbra is az adott papirnak megfeleld kamatkonvencidét érdemes hasz-
nalni. A Nelson-Siegel modellek jo illeszkedési mutatdkkal rendelkeznek, tobb faktor
hozzaadasaval (Svensson modellek), vagy eltéré parametrizacioval (Legendre modell)
pedig akar a Spline-hoz hasonlé illeszkedés is elérhetd. A javasolt modellek teljesitik
az alapvet0 id6soros kritériumokat, a megfelel6 faktorok és a rovid-, illetve hosszu ho-
zamok magas korrelacidval rendelkeznek. A haszndlatra javasolt modell tekintetében
a jelen elemzésben foglalt allaspont dsszeegyeztethetd Reguly (2015) tanulmanyaval
is, mikdzben a javasolt optimalizalasi modszertan tekintetében a két elemzés jelentd-
sen kilonbozik. Ennek oka az optimalizalashoz hasznalt programkddok azéta tortént
fejlesztése és finomhangolasa. Mindharom modellnek bemutatasra keriiltek az el6nyei,
illetve hatranyai is. A kdvetkezd kérdés arra iranyul, hogy e modellek kéziil melyik a
leginkabb alkalmas a hozamgorbék elGrejelzésére is, melynek megvalaszolasa tovabbi
kutatast igényel a hozamgdrbe, valamint a faktorok elorejelzésének és az elorejelzések
pontossaganak vizsgalatanak irdnyaban, melyet az AKK a kovetkezd lépésben kivan

megtenni.
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