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1 Bevezet®s 

Az ĆKK 2004-ben alak²totta ki az ad·ss§gkezel®s elsŖ §tfog· kºlts®g/kock§zati modellj®t, 
amely tºbb okb·l kifoly·lag a 2008/2009-es v§ls§got kºvetŖen elavultt§ v§lt. 2013-ban egy ¼j 
modell kialak²t§sa kezdŖdºtt meg az ĆKK-n bel¿l. 

A szimul§ci·s ad·ss§gkezel®si modellek egyik fŖ alapfunkci·ja, hogy val·sz²nŤs®gi 
eloszl§sokat adnak a hozamok jºvŖbeli alakul§s§ra (ez elsŖsorban a kamatkiad§sok 
nagys§g§nak ®s kock§zat§nak becsl®s®t szolg§lja), ez®rt a hozamgºrbe-becsl®si m·dszertan 
kialak²t§sa ®s a modellbe val· be®p²t®se egyike a legfontosabb feladatoknak. A jelen anyagban 
az ĆKK r®szletesen megvizsg§lta a nemzetkºzi gyakorlatban jelenleg haszn§lt hozamgºrbe-
modelleket, ezek kºz¿l behat·an vizsg§lja a (1) harmadfok¼ spline, (2) Diebold-Li ®s (3) 
Nelson-Siegel modelleket.  

A hozamgºrbe-modellek egyik jellemzŖje, hogy az alkalmazand· matematikai modell 
param®tereit egy bizonyos m¼ltbeli idŖszak §rfolyam-adatai alapj§n minden napra 
meghat§rozz§k, majd pedig ezek alapj§n k®sz²tenek elŖrejelz®st a jºvŖbeli hozamok v§rhat· 
alakul§s§ra. A param®terek tºbb ezer lehets®ges realiz§ci·j§nak eloszl§s§t ®s ennek k¿lºnbºzŖ 
mutat·sz§mait (p®ld§ul v§rhat· ®rt®k, sz·r§s, kvantilis) haszn§lhatjuk arra, hogy a jºvŖbeli 
hozamokr·l k®pet kaphassunk. A teljes hozamgºrbe modellez®s®hez elegendŖ ezen 
param®terek ismerete, ugyanis ezek egy®rtelmŤen meghat§rozz§k a gºrb®t. Teh§t maga a 
hozamgºrbe-modellez®s is tºbb szakaszra bonthat· fel, a becsl®sre ®s az elŖrejelz®sre. 

A kutat§s a 2002-2014 kºzºtti magyar §llampap²r-§rfolyamokat haszn§lja adatsork®nt. 
MegfigyelhetŖ, hogy ebben az idŖszakban nagyon volatilis volt a hozamgºrbe, erŖteljes 
hozamnºveked®sek ®s -csºkken®sek, a gºrbe meredeks®g®nek negat²vb·l pozit²vba fordul§sa, 
illetve a meredeks®g v§ltoz§sa is elŖfordultak. K¿lºn kiemelhetŖ a 2008-2009-es v§ls§g sor§n 
bekºvetkezett hozamemelked®s, de mark§nsan jelentkezik a 2013-2014-es idŖszak 
hozamcsºkken®se is. A hozamok nagyfok¼ volatilit§sa megnehez²ti a param®terek idŖsoros 
vizsg§lat§t ®s ²gy a hozamok elŖrejelz®s®t is.  

A kutat§s eredm®nyek®nt azt tapasztaltuk, hogy nincsen egy®rtelmŤen legjobb 
hozamgºrbe-modell a magyar hozamadatokat tekintve. M²g a harmadfok¼ spline m·dszer j· 
illeszked®st ad, a kapott s¼lyok idŖsoros vizsg§lata ï ®s ²gy a megfelelŖ elŖrejelz®s¿k ï nem 
lehets®ges, ²gy ez a modell nem javasolt ºnmag§ban az optim§lis portf·li·modellben a 
hozamgºrbe modellez®s®re. A Diebold-Li modell (mint a Nelson-Siegel modell egyszerŤs²tett 
v§ltozata) egyszerŤ alakja ®s a param®terekre tett felt®telez®sek miatt kºnnyen becs¿lhetŖ, 
azonban a kapott hozamgºrb®kre vonatkoz· vizsg§latok megmutatt§k, hogy ezen feltev®sek 
nem t¿krºzik a val·s§got. Ez az idŖszak sor§n tºrt®nt struktur§lis tºr®seknek ®s 
rezsimv§lt§soknak (p®ld§ul a 2008-as v§ls§gnak) kºszºnhetŖ. Hab§r e k®t eml²tett modell nem 
haszn§lhat· kºzvetlen¿l az ad·ss§gkezel®si modellben, eredm®nyeik felhaszn§lhat·ak a 
kiv§lasztand· hozammodell becsl®se sor§n. A harmadikk®nt vizsg§lt Nelson-Siegel modell 
egyik legfontosabb elŖnye, hogy a modell param®terei (faktorai)  kºnnyen ®rtelmezhetŖek, 
nevezetesen megfeleltethetŖek a hossz¼ t§v¼ hozamszintnek, a gºrbe meredeks®g®nek, illetve 
gºrb¿let®nek. Ezen faktorok idŖsorosan is vizsg§lhat·k, ²gy ez a modell haszn§lhat· a 
hozamgºrbe elŖrejelz®s®hez is. 

Az ad·ss§gkezelŖk jellemzŖen a Nelson-Siegel modellt alkalmazz§k, ahogy ezt a k¿lfºldi 
gyakorlatot bemutat· tavalyi elemz®s¿nk is tartalmazta. A jegybankok gyakorlat§ban 
legelterjedtebbek a spline m·dszerek egyik v§ltozata (sim²tott spline) ®s a Nelson-Siegel 
(illetve annak a Svensson-f®le bŖv²t®se) modellek, az MNB is haszn§lja a Svensson modellt. Az 
elŖzetes m·dszertani §ttekint®s, az egyes modellek elŖnyei ®s h§tr§nyai, valamint az 
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ad·ss§gkezelŖk ®s jegybankok gyakorlata alapj§n is a Nelson-Siegel (illetve Svensson) modell 
tŤnik a j· v§laszt§snak a magyar hozamgºrbe becsl®s®re az ĆKK ¼j modellj®ben is, ezt az ĆKK 
kutat§s§b·l sz§rmaz· empirikus eredm®nyek is al§t§masztj§k. A kutat§s r®szletes folyamat§t 
®s eredm®nyeit az al§bbi tanulm§nyban foglalta ºssze az ĆKK.  
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2 A hozamgºrbe-modellek rºvid elm®leti 
bemutat§sa1 

2.1  AlapvetŖ fogalmak ®s jelºl®sek 

A kºtv®nypiacok legegyszerŤbb ®p²tŖelemei a kock§zatmentes diszkontpap²rok, vagy elemi 
kºtv®nyek. Ezek ὖὸȟὝ §rfolyama a Ὕ-beli egys®gnyi kifizet®s ὸ idŖpillanatra vonatkoz· ®rt®ke 
(teh§t az elemi kºtv®ny lej§rata Ὕ ὸ). Ha egy adott idŖpontra tekintj¿k a k¿lºnbºzŖ lej§rat¼ 
elemi kºtv®nyek §rfolyam§t (ezt szeml®lteti az 1. §bra), akkor a diszkontgºrb®t kapjuk, azaz 
form§lisan a  

▀◄ȟϽȡ ▼m ╟◄ȟ◄ ▼   

hozz§rendel®st nevezz¿k diszkontgºrb®nek. A piacon (kºzvetetten) ezen gºrbe egyes pontjait 
figyelhetj¿k meg, ²gy a teljes hozamgºrb®re ir§nyul· becsl®si folyamat sor§n a tºbbi pontot 
pr·b§ljuk egy elŖre adott szempontrendszer alapj§n min®l jobban kºzel²teni. 

 
1. §bra Az elemi kºtv®nyek §rfolyama 

A ὸȟὝ idŖt§von el®rhetŖ ὙὸȟὝ hozam2 az elemi kºtv®ny §rfolyam§b·l kºnnyen ad·dik a  

ὖὸȟὝ Ὡ ȟ  

ºsszef¿gg®s §trendez®s®vel. Ha minden ὸ-bŖl indul· idŖt§vra meghat§rozzuk a hozamot, akkor 
a hozamgºrb®t kapjuk, form§lisan 

►◄ȟϽȡ ▼m ╡◄ȟ◄ ▼Ȣ  

Pillanatnyi (rºvid kamat) kamatl§bnak nevezz¿k az infinitezim§lisan rºvid idŖt§v¼ befektet®s 
hozam§t, matematikailag3 

►◄ ἴἱἵ
▼O
╡◄ȟ◄ ▼ ÌÉÍ

ᴼ
ὙὸȟὝȢ  

Lehets®ges, hogy nem a befektet®s elej®n tudjuk a hozamot, hanem egy kor§bbi 
idŖpontban (ezt mutatja a 2. §bra). Ebben az esetben besz®lhet¿nk a forward hozamr·l, azaz 
az ὛȟὝ k®sŖbbi idŖszakra vonatkoz·, ὸ-ben meg§llap²tott hat§ridŖs kamatl§bat jelºlj¿k 

ὊὸȟὛȟὝ-vel. 

                                           

1 A hozamgºrbe illeszt®srŖl bŖvebb elm®leti ºsszefoglal· ®s empirikus vizsg§lat tal§lhat· Fegyveres 
Gyºrgy òA hozamgºrbe modellez®s®nek m·dszertani bemutat§sa a spline ®s a Nelson-Siegel t²pus¼ 

modellek ºsszehasonl²t§s§n kereszt¿lò c²mŤ ²r§s§ban: 
 http://www.cs.elte.hu/blobs/diplomamunkak/msc_actfinmat/2014/fegyveres_gyorgy.pdf    
2 A kºvetkezŖkben hozam alatt mindig loghozamot ®rt¿nk, az effekt²v ®s loghozam kºzti §tv§lt§st az 

ὶ þ ὸȟὝ ÌÎρ ὶ ὸȟὝ  ºsszef¿gg®s adja meg. 
3 A hat§r®rt®k sz¿ks®ges, ugyanis Ὑὸȟὸ ρ. 

1

P(t,S) 1

P(t,T)

0 t S T
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2. §bra A hozam ®s a forward hozam 

EbbŖl ad·dik az ºsszef¿gg®s az elemi kºtv®nyek §rfolyam§b·l kifejezve  

ὊὸȟὛȟὝ
ÌÎὖὸȟὝ ÌÎὖὸȟὛ

Ὕ Ὓ
Ȣ 

Ha a jºvŖbeli befektet®s idŖt§vja infinitezim§lisan kicsi, azaz ὝᴼὛ, akkor az ὊὸȟὝ pillanatnyi 

hat§ridŖs kamatl§bat kapjuk, amire 

ὊὸȟὝ
‬ÌÎὖὸȟὝ

‬Ὕ
Ȣ 

Ha minden lej§ratra meghat§rozzuk a pillanatnyi hat§ridŖs kamatl§bat4, akkor a forwardgºrb®t 
kapjuk, form§lisan 

█◄ȟϽȡ ▼m ╕◄ȟ◄ ▼Ȣ  

¥sszefoglalva elmondhat·, hogy a ὨὸȟϽ diszkontgºrbe, az ὶὸȟϽ hozamgºrbe, az ὶὸ 
pillanatnyi kamat ®s az ὪὸȟϽ forwardgºrbe egym§sb·l kifejezhetŖ fogalmak. A k¿lºnbºzŖ 

hozamgºrbe modellek tºbbek kºzºtt abban t®rnek el egym§st·l, hogy ezek kºz¿l melyiket 
modellezi. 

Diszkontgºrbe polinom illeszt®s, spline m·dszerek 

Hozamgºrbe Nelson-Siegel, Diebold-Li, Svensson 

Forwardgºrbe Heath-Jarrow-Morton 

Rºvid kamat Vasicek, Cox-Ingersoll-Ross 

3. §bra A bemutatott modellek csoportos²t§sa 

2.2  A diszkontgºrbe illeszt®se 

A diszkont-, hozam- vagy forwardgºrb®k vizsg§lata tºrt®nhet statikusan vagy dinamikusan. 
ElŖbbi keresztmetszeti becsl®st jelent, azaz egy adott idŖpontra hat§rozz§k meg a gºrb®t a 
piacon megfigyelhetŖ §rfolyamok felhaszn§l§s§val. Statikus becsl®s sor§n nem felt®telez¿nk 
semmilyen sztochasztik§t (v®letlent) a gºrb®t le²r· param®terekre. A dinamikus becsl®s a 
hozamok idŖsoros jelleg®t ragadja meg a gºrbe fejlŖd®s®nek le²r§s§val. 

2.2.1  Polinom  illeszt®s 

A diszkontgºrbe illeszt®se sor§n a keresett f¿ggv®nyt b§zisf¿ggv®nyek line§ris 
kombin§ci·jak®nt §ll²tj§k elŖ. Ezen b§zisf¿ggv®nyek alakj§t elŖre rºgz²tik, majd a line§ris 
kombin§ci· egy¿tthat·it ¼gy hat§rozz§k meg, hogy minim§lis legyen a szint®n kor§bban 
megadott c®lf¿ggv®ny ®rt®ke. A c®lf¿ggv®nyt jellemzŖen a becs¿lt ®s megfigyelt 

                                           

4 A pillanatnyi kamatl§bra ὶὸ Ὢὸȟὸ. 

0 S Tt

R(t,T)

R(t,S) F(t,S,T)
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kºz®p§rfolyamok vagy lej§ratig sz§m²tott hozamok elt®r®s®bŖl sz§m²tj§k. EbbŖl kifoly·lag az 
al§bbi elv§r§saink vannak5: 

¶ a becs¿lt kºtv®ny§rfolyamok legyenek kºzel az empirikusan megfigyeltekhez 
¶ legyenek kisz§m²that·k a becsl®s pontoss§g§t m®rŖ mutat·k (c®lf¿ggv®ny) 
¶ a becs¿lt diszkontgºrbe feleljen meg az arbitr§zsmentess®gnek (1-bŖl indul, 
monoton csºkken, pozit²v) 

¶ a diszkontgºrb®bŖl sz§m²tott forwardgºrbe legyen kellŖen stabil ®s sima 
¶ a becsl®s ne legyen sz§m²t§sig®nyes. 

A b§zisf¿ggv®nyekre vonatkoz·an a legegyszerŤbb f¿ggv®nyalak a polinom6. Ekkor a 
diszkontgºrbe a kºvetkezŖ alakban ²rhat· fel (azaz a diszkontf¿ggv®ny ®rt®ke ha a ὸ 
idŖpillanatban vagyunk ®s ί a lej§rat): 

Ὠὸȟί ‍ ‍ί Ễ ‍ί  

A becsl®si feladat ekkor a ‍ egy¿tthat·k meghat§roz§sa. Ennek elŖnye, hogy a polinomok 

foksz§m§nak nºvel®s®vel tetszŖlegesen kºzel²thetŖek a folytonos f¿ggv®nyek, illetve kºnnyen 
sz§m²that·k. A megfelelŖ foksz§m eldºntendŖ k®rd®s, a t¼l alacsony fok¼ polinomok nem el®g 
rugalmasak, hogy az ²gy becs¿lt gºrb®bŖl megfelelŖ kºtv®ny§rfolyamokat kapjunk. Magas 
foksz§m eset®n Ăt¼l j·ò az illeszked®s, ez azonban a gºrbe kedvezŖtlen tulajdons§gait 
eredm®nyezheti, p®ld§ul t¼ls§gosan ingadozik, vagy nem teljes²ti kºzgazdas§gtani 
elv§r§sainkat (p®ld§ul nem ad mindig pozit²v forwardhozamot). Polinom illeszt®s eset®n a 
teljes idŖintervallumra tºrt®nik a kºzel²t®s, ez§ltal nem vessz¿k figyelembe a kºtv®nypiacok 
azon saj§toss§g§t, hogy rºvid t§vra tºbb megfigyel®s esik, ²gy ott rugalmasabb f¿ggv®nyforma 
indokolt. 

 POLINOM ILLESZT£S 

ElŖny 
kºnnyŤ kisz§m²tani a b§zisf¿ggv®nyeket 

tetszŖleges pontoss§g el®rhetŖ 

H§tr§ny 

kicsi foksz§m eset®n rugalmatlans§g 

nagy foksz§m eset®n ingadoz§s 

nem veszi figyelembe a megfigyel®sek elhelyezked®s®t 

4. §bra A polinom modell elŖnyei ®s h§tr§nyai 

2.2.2  Spline m·dszerek 

A spline f¿ggv®nyek megold§st jelentenek az elŖbbi h§tr§nyokra. A spline modellek eset®n 
olyan csom·pontok meghat§roz§sa sz¿ks®ges, melyek az idŖintervallumot szakaszokra osztj§k 
fel. Ezut§n ezeken a r®szintervallumokon hat§rozunk meg ὔ-ed fok¼ (tipikusan harmadfok¼) 
polinomokat ¼gy, hogy azok a szakaszhat§rokon illeszkedjenek (k¿lºnben nem lenne folytonos 
a gºrbe). Tov§bbi kºvetelm®ny, hogy m®g az ὔ ρȢ deriv§lt is folytonos legyen, ez a gºrbe 
simas§ga miatt fontos. Harmadfok¼ spline eset®n ez azt jelenti, hogy a diszkontgºrbe 
folytonoss§ga mellett a forwardgºrbe (mint elsŖ deriv§lt) is az, illetve a forwardgºrb®ben 
nincsenek nagy ugr§sok (m§sodik deriv§lt folytonoss§ga). B§zisf¿ggv®nyeknek ebben az 
esetben olyan f¿ggv®nyeket v§lasztunk, hogy azok kombin§ci·ja az elŖbb le²rt N-ed fok¼ spline 
legyen.  

A spline modellek eset®n a diszkontgºrbe rugalmass§ga h§rom dologt·l f¿gg: 

                                           

5 Kop§nyi Szabolcs Andr§s: A hozamgºrbe dinamikus becsl®se. Ph.d. ®rtekez®s, Budapesti Corvinus 

Egyetem, 2009. 
6 Makara Tam§s: A hozamgºrbe m®r®se. Egyetemi Tanulm§ny (BCE), 2013. 
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¶ a haszn§lt polinomok foksz§m§t·l, 

¶ a csom·pontok sz§m§t·l ®s  
¶ a csom·pontok hely®tŖl.  

ĉgy a diszkontgºrbe rugalmasabb§ t®tel®re egyik lehetŖs®g a r®szintervallumokon 
®rtelmezett polinomok foksz§m§nak nºvel®se. Ez az elŖzŖ r®szben eml²tett probl®m§kon k²v¿l 
az®rt sem elŖnyºs, mivel ekkor tºbb illeszked®si kºvetelm®nynek is teljes¿lnie kell (ez§ltal 
komplexebb lesz a b§zisf¿ggv®nyek matematikai alakja). 

M§sik lehetŖs®g a csom·pontok sz§m§nak nºvel®se, ekkor az alkot· polinomok foksz§ma 
nem v§ltozik. A haszn§lt szakaszok sz§ma k®t tov§bbi szempontb·l is l®nyeges k®rd®s. Egyik, 
hogy t¼l kev®s r®szintervallum eset®n a diszkontgºrbe nem fog j·l illeszkedni, m²g t¼l sok 
eset®n a kºtv®ny§rfolyamokban l®vŖ m®r®si hib§kat is illesztj¿k. Nem hat®kony megold§s, ha 
tºbb csom·pontsz§m eset®re is elv®gezz¿k a becsl®st, ugyanis ez rendk²v¿l munkaig®nyes. 
Ez®rt a nemzetkºzi szakirodalom alapj§n a megfigyel®sek sz§m§nak gyºk®bŖl 
sz§rmaztathatjuk a csom·pontok sz§m§t.  M§sik fontos ®szrev®tel, hogy min®l tºbb 
szakaszhat§r van, ann§l tºbb b§zisf¿ggv®ny is, ²gy tºbb param®tert (b§zisf¿ggv®ny) s¼lyt kell 
becs¿lni, ami nºveli az illeszt®s sz§m²t§sig®ny®t. 

 A spline m·dszerekkel figyelembe vehetŖ a megfigyel®sek lej§rati szerkezete, ugyanis ha 
rºvid t§vra tºbb szakaszhat§rt helyez¿nk, akkor ott, ahova az adatok nagy r®sze esik, 
rugalmasabb a gºrbe. Ćltal§nosan is elmondhat·, hogy a csom·pontok elhelyez®se kºtetlen 
(ak§r az optimaliz§l§si feladat r®sze is lehet), ²gy ¼gy v§laszthat· meg, hogy a diszkontgºrbe 
min®l jobban illeszkedjen. Ez a v§laszt§s jelenthet bonyolult numerikus elj§r§sokat is (amik 
erŖforr§s ig®nyesek), n®pszerŤ megold§s azonban, hogy minden r®szintervallumba kºzel 
ugyanannyi megfigyel®s essen. 

 SPLINE MčDSZEREK 

ElŖny 

kicsi foksz§m eset®n is lehet rugalmas a gºrbe 

figyelembe veszi a megfigyel®sek elhelyezked®s®t 

kev®s csom·pont eset®n sima gºrbe 

sok csom·pont eset®n j· illeszked®s 

H§tr§ny 

numerikusan nem mindig stabil 

kev®s csom·pont eset®n rossz illeszked®s 

sok csom·pont eset®n nem sima a gºrbe 

a diszkontgºrbe exponenci§lis alak¼, ²gy polinomokkal neh®z kºzel²teni 

itt sem ®rtelmezhetŖek a b§zisf¿ggv®nyek s¼lyai 

5. §bra A spline m·dszerek elŖnyei ®s h§tr§nyai 

A min®l jobb illeszt®s mellett tov§bbi c®l lehet, hogy a kapott gºrbe sima is legyen. A 
simas§got m®rhetj¿k heurisztikusan a vizsg§lt intervallumon a gºrb¿let n®gyzet®nek 
§tlagol§s§val, eg®szen pontosan a m§sodik deriv§lt n®gyzet®nek integr§lj§val, azaz 

‬Ὠὸȟό

‬ό
Ὠό 

ĉgy a minimaliz§land· c®lf¿ggv®nyt (a becs¿lt ®s megfigyelt §rfolyamok vagy lej§ratig 
sz§m²tott hozamok elt®r®seinek n®gyzetºsszege) bŖv²thetj¿k ezzel a simas§got le²r· 
m®rŖsz§mmal. A kettŖ kºzti §tv§lt§st egy konstans vagy egy lej§ratt·l f¿ggŖ f¿ggv®ny 
seg²ts®g®vel hat§rozhatjuk meg. Ezt a m·dszert nevezz¿k sim²tott spline-nak. 

A diszkontgºrbe exponenci§lis t²pus¼ f¿ggv®ny, ²gy szakaszonk®nt polinomokkal probl®m§s 
kºzel²teni az elt®rŖ gºrb¿let miatt. Hab§r kellŖen sok csom·ponttal tetszŖlegesen kºzel²thetŖ 
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a diszkontgºrbe, lok§lisan nem lesz megfelelŖ az illeszked®s, ugyanis a becs¿lt gºrbe ingadozik 
a val·s kºr¿l (ami instabil forwardgºrb®t okoz). Egyik megold§s a diszkontgºrbe 
logaritmus§nak kºzel²t®se volna, ez azonban nem-line§ris becsl®si m·dszerek sz¿ks®gess®g®t 
eredm®nyezn®. M§sik lehetŖs®g a lej§ratnak (mint a diszkontgºrbe argumentum§nak) a 
transzform§l§sa7. Ez ut·bbi m·dszert nevezik exponenci§lis spline-oknak. 

Az elŖzŖ meg§llap²t§sok vil§g²tottak r§, hogy c®lravezetŖ lehet, ha exponenci§lis 
f¿ggv®nyeket haszn§lunk, illetve ne csak szakaszonk®nt, hanem az eg®sz intervallumon 
®rtelmezett b§zisf¿ggv®nyeket alkalmazzunk. A kettŖ ºtvºzete a Merril Lynch exponenci§lis 
spline modell, ahol a b§zist exponenci§lis f¿ggv®nyek alkotj§k. Teh§t l®nyeg®ben ugyanaz, 
mint a polinom illeszt®s, csak polinomok helyett k¿lºnbºzŖ lecseng®sŤ exponenci§lis 
f¿ggv®nyekkel. 

2.3  A hozamgºrbe illeszt®se 

2.3.1  A Nelson -Siegel ®s Diebold-Li modellek  

A Nelson-Siegel8 modell feltev®se9 alapj§n a hozamgºrbe a kºvetkezŖ alakban ²rhat·: 

Ὑὸȟ† ‍ȟ ‍ȟ
ρ Ὡ

‗†
‍ȟ

ρ Ὡ

‗†
Ὡ Ȣ 

A ‍ȟϽ param®terekre tekinthet¿nk ¼gy, mint faktorokra a hozz§juk tartoz· faktors¼lyokkal. 

A spline m·dszerekkel ellent®tben a Nelson-Siegel modelln®l kevesebb ®s fix sz§m¼ param®ter 
²rja le a hozamgºrb®t. A ‗ param®tert nevezik exponenci§lis k®sleltet®snek, kis ®rt®kei lass¼ 

lecseng®st eredm®nyeznek, ²gy a gºrbe jobban illeszkedik hossz¼ lej§ratokon. Nagy ®rt®kek 
mellett rºvidt§von rugalmasabb a gºrbe. A ‗ param®ter hat§rozza meg tov§bb§, hogy mikor 

®ri el a harmadik faktor s¼lya a maximum§t. 

 
6. §bra Faktors¼lyok a Nelson-Siegel modell eset®n k¿lºnbºzŖ ⱦ ®rt®kek mellett 

                                           

7 O. A. Vasicek ®s H. G. Fong: Term structure modeling using exponential splines. The Journal of 

Finance, 37(2):339-348, 1981. 
8 C. R. Nelson ®s A. F. Siegel: Parsimonious modeling of yield curves. The Journal of Business, 60(4):473-

489, 1987. 
9 A forwardgºrbe egy m§sodrendŤ differenci§legyenlet megold§sa (k®t val·s ®s egyenlŖ gyºk eset®re). 
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A 6. §bra (a v²zszintes tengelyen szereplŖ idŖ jelen esetben a † lej§rat) mutatja, hogy az 

elsŖ faktor konstans 1 s¼ly¼, ²gy ez tekinthetŖ egy hossz¼ t§v¼ faktornak. A m§sodik faktor 

 s¼lya is az 1-bŖl indul, ezut§n azonban exponenci§lis sebess®ggel, monoton tart a 0-

hoz (min®l nagyobb a ‗, ann§l gyorsabban), teh§t ez rºvid t§v¼ faktor. A ‍ȟ-hoz tartoz· 

Ὡ  s¼ly 0-b·l indul ®s ugyanoda t®r vissza, ²gy se nem rºvid, se nem hossz¼ t§v¼ 

faktor. ‗ ®rt®k®tŖl f¿ggŖen ®ri el kºzben maximum§t, ez alapj§n ez a faktor kºz®pt§von hat. 

A 6. §bra alapj§n ann§l hamarabb veszi fel maximum§t, min®l nagyobb a ‗. 

 NELSON-SIEGEL MODELL 

ElŖny 

kev®s param®terrel ²rja le a hozamgºrb®t 

kellŖen rugalmas, hogy k¿lºnbºzŖ alak¼ gºrb®ket elŖ§ll²tson 

a modell komponensei ®rtelmezhetŖek rºvid, kºz®p ®s hossz¼ t§v¼ 
s¼lyokk®nt 

a legink§bb elterjedt, ²gy gazdag szakirodalom 

H§tr§ny 
statikus modell 

nem-line§ris m·dszerekkel becs¿lhetŖ 

7. §bra A Nelson-Siegel modell elŖnyei ®s h§tr§nyai 

A 7. §bra foglalja ºssze a (statikus) Nelson-Siegel modell elŖnyeit ®s h§tr§nyait. Ut·bbiakra 
a kºvetkezŖkben eml²tendŖk jelentenek megold§st. Egyr®szt a ‍ȟϽ egy¿tthat·k tekinthetŖk 

l§tens dinamikus faktoroknak10, tov§bb§ az eddigiekkel ellent®tben a Nelson-Siegel modell 
eset®n ezek kºzgazdas§gilag is ®rtelmezhetŖk. ‍ȟ egyform§n v§ltoztatja az ºsszes lej§rat¼ 

hozamot ®s ὙὸȟЊ ÌÉÍ
ᴼ
Ὑὸȟ† ‍ȟ, ²gy azonos²that· a hozamgºrbe szintj®vel. A 

meredeks®g ®rtelmez®s®re term®szetesen ad·dik, hogy az egy hossz¼ ®s egy rºvid t§v¼ hozam 

k¿lºnbs®ge. Formailag ὙὸȟЊ Ὑὸȟπ ÌÉÍ
ᴼ
Ὑὸȟ† ÌÉÍ

ᴼ
Ὑὸȟ† ‍ȟ11, ²gy a m§sodik 

faktor azonos²that· meredeks®gk®nt. A harmadik faktor azonos²that· a hozamgºrbe 
gºrb¿let®vel, ugyanis kºz®pt§v¼ faktork®nt ez felelŖs a hozamgºrbe p¼pos vagy U alakj§®rt. 
A hozamgºrb®ben l®vŖ gºrb¿letek helye ®s az exponenci§lis k®sleltet®s kºzti kapcsolatot 
meghat§rozhatjuk a harmadik faktors¼ly deriv§ltj§b·l, erre azt kapjuk, hogy 

Ὡ ‗ † ‗† ρ ρȢ 

A piacon ®rtelemszerŤen nem lehet a v®gtelen ®s pillanatnyi lej§ratokra hozamot 
megfigyelni, ²gy a szakirodalom az empirikus szintet az Ὑὸȟρπ ïÖ, az empirikus meredeks®get 
az Ὑὸȟρπ ïÖ Ὑὸȟσ ÈĕÎÁÐ ®s az empirikus gºrb¿letet az ςὙὸȟς ïÖ Ὑὸȟσ ÈĕÎÁÐ
Ὑὸȟρπ ïÖ mennyis®gekk®nt defini§lja. Azt, hogy a faktorok ®rtelmez®se ezzel konzisztens-e 

¼gy ellenŖrizhetj¿k, hogy megvizsg§ljuk a kapcsolatot kºzºtt¿k (korrel§ci· vagy regresszi·). 

A  Diebold-Li modell a ‍ȟϽ param®terek dinamikus ®rtelmez®s®n t¼l a ‗ param®tert idŖben 

konstansnak veszi. Ezzel, ahogy a modell alakj§b·l is l§tszik, legkisebb n®gyzetek m·dszer®vel 
becs¿lhetŖv® v§lik a hozamgºrbe. ĉgy elker¿lhetŖ a numerikus optimaliz§ci·, ami instabilit§st 
eredm®nyezhetne ®s erŖforr§s ig®nyes is. A modell h§tr§nya azonban, hogy rºgz²ti a lambda 
param®tert, de egy hosszabb idŖszakot vizsg§lva struktur§lis tºr®sek is lehetnek az idŖsorban, 
²gy az exponenci§lis k®sleltet®s v§ltozhat.       
  

                                           

10 F. X. Diebold ®s C. Li: Forecasting the term structure of government bond yields. Journal of 
Econometrics, 130:337-364, 2006. 
11 EbbŖl ad·dik, hogy a pillanatnyi kamatra ὶὸ Ὑὸȟπ ‍ȟ ‍ȟ. 
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 DIEBOLD-LI MODELL 

ElŖny 

numerikusan megb²zhat· 

reproduk§lja a hozamgºrbe (megfigyelt) t®nyeit 

a modell faktorai ®rtelmezhetŖk s¼lyk®nt, meredeks®gk®nt ®s gºrb¿letk®nt 

line§ris m·dszerekkel becs¿lhetŖ 

H§tr§ny 
nem val·s§ghŤ, hogy az exponenci§lis k®sleltet®s konstans az idŖt§von 

ezzel sem ²rhat· le minden lehets®ges hozamgºrbe alak 

8. §bra A Diebold-Li modell elŖnyei ®s h§tr§nyai 

A 8. §bra a Diebold-Li modell elŖnyeit ®s h§tr§nyait foglalja ºssze. Mind a Nelson-Siegel, 
mind annak speci§lis v§ltozata a Diebold-Li modell sem k®pesek le²rni az ºsszes empirikusan 
megfigyelhetŖ hozamgºrbe alakot, ez®rt tov§bbi param®terek lehetnek sz¿ks®gesek a gºrbe 
rugalmasabb§ t®tel®hez. Tov§bbi faktorok haszn§lat§val a 9. §bra modelljeit12 kaphatjuk. 
Hab§r ezek sem haszn§lnak sokkal tºbb param®tert, maga a becsl®si elj§r§s a nem-linearit§s 
miatt j·val bonyolultabb§ v§lik (fŖleg k®t exponenci§lis k®sleltet®sn®l). 

 
9. §bra A Nelson-Siegel modell ®s  k¿lºnbºzŖ kiterjeszt®sei 

2.4  A gºrbeilleszt®s folyamata  

A kºvetkezŖ felsorol§s a statikus (®s az azokb·l sz§rmaztatott dinamikus) gºrbeilleszt®s 
folyamat§nak l®p®seit foglalja ºssze a lehetŖs®gek rendszerez®s®vel egy¿tt (egyes itt szereplŖ 
r®szek az empirikus vizsg§latn§l ker¿lnek kibont§sra).  

¶ a piaci kºz®p§rfolyamok kisz§m²t§sa a megfigyelt v®teli ®s elad§si §rfolyamokb·l 
(diszkontkincst§rjegy ®s fix kamatoz§s¼ §llamkºtv®ny) 

¶ az illeszteni k²v§nt gºrbe kiv§laszt§sa 
o diszkontgºrbe 
o hozamgºrbe 
o forwardgºrbe 

¶ a b§zisf¿ggv®ny alakj§nak megv§laszt§sa 
o polinomi§lis 
o spline 

Á harmadfok¼ 
Á exponenci§lis 

o sim²tott spline 
o exponenci§lis 

¶ a minimaliz§land· c®lf¿ggv®ny meghat§roz§sa 
o a hiba defini§l§sa 

Á a becs¿lt ®s megfigyelt kºz®p§rfolyamok elt®r®se 

                                           

12 M. De Pooter: Examining the Nelson-Siegel class of term structure models. Tinbergen Institute 
Discussion Papers. Tinbergen Institute, 2007. 

Modell Cǃ ƧŜƭƭŜƳȊǃ .ŜŎǎǸƭŜƴŘǃ ǇŀǊŀƳŞǘŜǊŜƪ

Diebold-Li ŦƛȄ ŜȄǇƻƴŜƴŎƛłƭƛǎ ƪŞǎƭŜƭǘŜǘŞǎt̡,1 ʲt,2 ̡ t,3

Nelson-Siegel t̡,1 ʲt,2 ̡ t,3 ˂ t,1

.ƧǀǊƪ Şǎ /ƘǊƛǎǘŜƴǎŜƴƳłǎƻŘƛƪ ƳŜǊŜŘŜƪǎŞƎ ŦŀƪǘƻǊ ŜƭǘŞǊǃ ǎǵƭƭȅŀƭt̡,1 ʲt,2 ̡ t,3 ̡ t,4 ˂ t,1

Bliss ŀ ƳŜǊŜŘŜƪǎŞƎ Şǎ ŀ ƎǀǊōǸƭŜǘ ŜǎŜǘŞƴ ŜƭǘŞǊǃ ŜȄǇƻƴŜƴŎƛłƭƛǎ ƪŞǎƭŜƭǘŜǘŞǎt̡,1 ̡ t,2 ̡ t,3 ˂ t,1 ˂ t,2

Svensson ǵƧ ƎǀǊōǸƭŜǘ ŦŀƪǘƻǊ ŜƭǘŞǊǃ ŜȄǇƻƴŜƴŎƛłƭƛǎ ƪŞǎƭŜƭǘŜǘŞǎǎŜƭΣ ƳŜƎŜƎȅŜȊǃ ǎǵƭƭȅŀƭt̡,1 ̡ t,2 ̡ t,3 ̡ t,4 ˂ t,1 ˂ t,2

aƽŘƻǎƝǘƻǘǘ {ǾŜƴǎǎƻƴŀ ƪŞǘ ƎǀǊōǸƭŜǘ ŜƭǘŞǊǃ ǎǵƭƭȅŀƭt̡,1 ̡ t,2 ̡ t,3 ̡ t,4 ˂ t,1 ˂ t,2
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Á a becs¿lt ®s megfigyelt lej§ratig sz§m²tott hozamok elt®r®se 
Á a becs¿lt kºz®p§rfolyamoknak a megfigyelt bid-ask spreadtŖl val· 
elt®r®se 

o a hiba sz§m²t§sa 
Á abszol¼t 
Á n®gyzetes 

o a s¼lyoz§s kiv§laszt§s 
Á s¼lyozatlan 
Á §rfolyam 

¶ kºz®p§rfolyam 
¶ bid-ask spread alap¼ 

Á idŖ alap¼ 
¶ h§tral®vŖ futamidŖ 
¶ (m·dos²tott) duration 

Á benchmark/nem benchmark alap¼ 
o b¿ntetŖf¿ggv®ny sz¿ks®gess®g®nek eldºnt®se 

¶ az optimaliz§l§s elŖk®sz²t®se 
o az optimaliz§land· param®terek kiv§laszt§sa 

Á csom·pontok sz§ma ®s helye, a b§zisf¿ggv®nyek s¼lyai 
Á faktors¼lyok, exponenci§lis k®sleltet®s 

o az optimaliz§land· param®terekre vonatkoz· kezdŖ®rt®kek megad§sa 
Á glob§lis 
Á lok§lis, az elŖzŖ becsl®sbŖl sz§rmaztatva 

o az optimaliz§land· param®terekre vonatkoz· korl§tok megad§sa 
Á ºnk®nyesen 
Á m¼ltbeli eredm®nyek alapj§n 

o ®rt®kad§s a nem optimaliz§land· param®tereknek 
Á csom·pontok sz§ma ®s helye 
Á exponenci§lis k®sleltet®s 

o a m·dszer kiv§laszt§sa 
¶ az optimaliz§l§s elv®gz®se ®s a kapott eredm®nyek ki®rt®kel®se 

2.5  A k¿lfºldi ad·ss§gkezelŖk ®s jegybankok §ltal alkalmazott 
hozamgºrbe-modellek  

A k¿lfºldi jegybankok gyakorlat§ban legelterjedtebb a sim²tott spline ®s Svensson modellek 
haszn§lata, ahogy az 10. §bra is mutatja. Megoszlik azonban, hogy a s¼lyozott 
§rfolyamelt®r®sek vagy pedig a lej§ratig sz§m²tott hozamok elt®r®s®t minimaliz§lj§k-e. Az 
ad·ss§gkezelŖk a hozamgºrbe empirikus le²r§s§ra jellemzŖen a Nelson-Siegel modellt 
haszn§lj§k. 
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Kºzponti Bank Becsl®si m·dszer Minimaliz§lt hiba 

Belgium Svensson vagy Nelson-Siegel s¼lyozott §r 

Egyes¿lt Kir§lys§g sim²tott spline (VRP) hozam 

Finnorsz§g Nelson-Siegel s¼lyozott §r 

Franciaorsz§g Svensson vagy Nelson-Siegel s¼lyozott §r 

Jap§n sim²tott spline §rak 

Kanada ML exponenci§lis spline s¼lyozott §r 

N®metorsz§g Svensson hozam 

Norv®gia Svensson hozam 

Olaszorsz§g Nelson-Siegel s¼lyozott §r 

Spanyolorsz§g (-1995) Nelson-Siegel §rak 

Spanyolorsz§g (1995-) Svensson s¼lyozott §r 

Sv§jc Svensson hozam 

Sv®dorsz§g sim²tott spline vagy Svensson hozam 

USA (kincst§rjegy) sim²tott spline s¼lyozott §r 

USA (kºtv®ny) sim²tott spline §rak 

10. §bra A k¿lfºldi jegybankok gyakorlata13 

Az elŖzetes m·dszertani §ttekint®s ®s a k¿lfºldi jegybankok gyakorlata alapj§n a Nelson-
Siegel modell tŤnik a legjobb v§laszt§snak a magyar hozamgºrbe becsl®s®re, ezt a kºvetkezŖ 
fejezetben szereplŖ empirikus eredm®nyek is al§t§masztj§k. A magyar adatokon v®gzett 
elemz®st modellenk®nt v®gezt¿k, azonban a modellspecifikus elemz®si lehetŖs®geken k²v¿l 
azok ºsszehasonl²t§s§ra is tekintettel voltunk.  

                                           

13 Bank for International Settlements (BIS) : Zero-coupon yield curves: Technical documentation. BIS 
Papers, 25, 2005. 



12 
 

3 A kapott eredm®nyek bemutat§sa 

A hozamgºrbe becsl®se a 2002.01.01. ®s 2014.06.30. kºzti idŖszakban a forint §llampap²rok 
legjobb v®teli ®s elad§si §rfolyamaib·l sz§m²tott kºz®p§rfolyamok alapj§n tºrt®nt. Az 
§llampap²rok sz§m²tott §rfolyam§t a  

ὖ ὸȟὶὸȟὸȟ ὧȟὩ
ȟȟ

ȟ

 

k®plet hat§rozta meg, azaz az ὭȢ pap²r becs¿lt §rfolyama a ὸ idŖpillanatban a  ὧȟ p®nz§raml§sok 

jelen®rt®keinek ºsszegek®nt ad·dott. A k®pletben az idŖ (ὸȟὸȟ) m®rt®kegys®ge nap, az 

alkalmazott kamatkonvenci· a diszkontkincst§rjegyek ®s az §llamkºtv®nyek eset®n is  volt 

(a sz§m²t§sok egyszerŤs²t®se ®rdek®ben). Ez kiss® torz²tja az eredm®nyeket (az ACT/360-as 
konvenci·t alkalmaz· diszkontkincst§rjegyek eset®n 0,0038%-os hib§t okoz), de a modellek 
saj§toss§gai e feltev®s mellett is vizsg§lhat·k. A k®sŖbbiekben a val·s kamatkonvenci· 

haszn§lat§val is elk®sz²tj¿k a sz§m²t§sokat. Az ὶὸȟὸȟ  loghozamok becsl®s®re h§rom m·dszer 

vizsg§lata tºrt®nt meg r®szletesen: a harmadfok¼ spline, a Diebold-Li ®s a Nelson-Siegel 
modellek®. A becsl®shez v®gig az R statisztikai program ôtermstrcô programcsomagj§t 
haszn§ltuk14. 

3.1  Harmadfok¼ spline  

 A harmadfok¼ spline m·dszer eset®n a diszkontf¿ggv®ny kºzel²t®se a  

Ὠὸȟὸȟȟ‍ ρ ‍Ὣ ὸȟ  

szakaszonk®nt harmadfok¼ spline f¿ggv®nnyel tºrt®nik, ahol Ὣ Ͻ az ὭȢ b§zisf¿ggv®ny (a 
haszn§lt b§zisf¿ggv®nyek pontos matematikai alakja al§bb ker¿l bemutat§sra). Tºbb szakasz 
alkalmaz§sa jobb illeszked®st biztos²t, de megnºveli a becsl®s idej®t ®s a param®terek (s¼lyok) 
sz§m§t is, ²gy fontos ezek helyes megv§laszt§sa. A szakaszhat§rok vagy csom·pontok 
kiv§laszt§sa a kºvetkezŖ m·don tºrt®nt. Sz§muk a b§zisf¿ggv®nyek®n®l eggyel kevesebb, a 
legkisebb csom·pont a 0, m²g a legnagyobb a leghosszabb lej§rat. A b§zisf¿ggv®nyek ὲ sz§ma 
a megfigyelt §llampap²radatok gyºk®nek eg®szr®szek®nt ad·dik, a szakirodalomban haszn§lt 
h¿velykujj szab§lynak megfelelŖen15 (k¿lºnben bonyolult ®s idŖig®nyes optimaliz§l§si feladatot 
eredm®nyezne a csom·pontok sz§m§nak meghat§roz§sa). A kºztes pontok kiv§laszt§sa 
ezut§n ¼gy tºrt®nt, hogy az egyes intervallumokba megkºzel²tŖleg ugyanannyi megfigyel®s 
essen. ĉgy a csom·pontok sz§ma (11. §bra) ®s helye (12. §bra) a lenti §br§knak megfelelŖen 
alakult. 

A v§ls§got kºvetŖen megv§ltozott az §llampap²rok kibocs§t§s§nak gyakorlata, kevesebb 
sz§m¼ pap²r van ®s ²gy kevesebbre van §rjegyz®s is, ahogy a 11. §bra is mutatja. Sok 
megfigyel®s eset®n a becs¿lt hozamgºrbe pontosabb§ v§lhat, ugyanakkor a kapott 
param®terek volatilisebbek lesznek, ²gy pontatlanabb az elŖrejelz®s¿k. Kev®s megfigyel®s 
eset®n ®ppen ellent®tes hat§s figyelhetŖ meg, ²gy sz¿ks®ges a kettŖ kºzºtti helyes ar§ny 
megtal§l§sa. A becsl®s sor§n az ºsszes napi adat felhaszn§l§sra ker¿lt, c®lszerŤ lehet azonban 

                                           

14 R. Ferstl ®s J. Hayden: Zero-coupon yield curve estimation with the package termstrc. Journal of 

Statistical Software, 36(1), 2010.  
15 J.H. McCulloch: Measuring the term structure of interest rates. Journal of Business,  44(1):19, 1971.  
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a pontosabb becsl®s ®rdek®ben a legnagyobb hib§kat eredm®nyezŖ megfigyel®sek kiszŤr®se, 
ha tºbb modell szerint is ugyanazok a nagy hib§t ad· megfigyel®sek. Ezt el lehet v®gezni 
k¿lºn-k¿lºn mind a vizsg§lt idŖszakba esŖ 3113 napra egyedileg, vagy pedig kiz§rhatjuk egyes 
pap²rok minden adat§t (erre m®g visszat®r¿nk a 31. §bra kapcs§n). 

 
11. §bra A harmadfok¼ spline m·dszer csom·pontjainak sz§ma 2002.01.01. ®s 2014.06.30. kºzºtt 

  A 11. §bra bemutatja, hogy a harmadfok¼ spline meghat§roz§sa szempontj§b·l 2010 
kºzep®ig n®gy csom·pont volt, m²g ettŖl kezdŖdŖen jellemzŖen csak h§rom. Mivel az ĆKK a 
napi z®r·kupon hozamgºrbe becsl®se sor§n n®gy csom·pontot felt®telez, ²gy sz¿ks®ges lehet 
ennek fel¿lvizsg§lata. £rdemes azonban figyelembe venni, hogy a szakaszok sz§m§nak tºr®se 
eset®n a b§zisf¿ggv®nyek s¼lyai idŖsorosan a k®t idŖszakra csak k¿lºn-k¿lºn vizsg§lhat·k 
(igaz§b·l a csom·pontok v§ltoz· helye miatt am¼gy is ®rdemes kºr¿ltekint®ssel kezelni egy 
idŖsoros elemz®s eredm®nyeit). 

A szakaszhat§rok helye alapj§n (12. §bra) 2010-ig az §tlagos lej§rat nºveked®se figyelhetŖ 
meg (ugyanis a harmadik csom·pont elhelyezked®se 2 ®vrŖl 4 ®vre emelkedett), illetve h§rom 
csom·pont eset®n az l§that·, hogy a megfigyel®sek fele 2-3 ®vn®l rºvidebb lej§rat¼. A 
leghosszabb lej§rat (®s ²gy az utols· szakaszhat§r) pedig az ¼j 15 ®ves pap²rok kibocs§t§s§t 
mutatja. Az §bra alapj§n a kºztes csom·pontok megv§laszt§s§n§l ®rdemes lehet megvizsg§lni, 
azt is, hogyha egy becs¿lt f¿ggv®ny szerint v§ltoznak. 

A b§zisf¿ggv®nyek a kºvetkezŖ alakban ²rhat·k fel, ahol ήȟȣȟή  a csom·pontok sorozata 

(tov§bb§ legyen ή π) :  
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12. §bra A harmadfok¼ spline m·dszer csom·pontjainak helye 2002.01.01. ®s 2014.06.30. kºzºtt 

A 13. §bra a b§zisf¿ggv®nyeket szeml®lteti egy adott napra (2008.03.06.) vonatkoz·an, 
melyen a csom·pontok 0; 0,75; 2,28; 5,19; 15,73 ®vn®l voltak. L§that·, hogy az elsŖ, a 
m§sodik ®s az utols· b§zisf¿ggv®ny van jobban hat§ssal a diszkontf¿ggv®ny, ®s ²gy a 
hozamgºrbe meredeks®g®re az§ltal, hogy szinte a teljes intervallumon null§t·l k¿lºnbºzŖ, 
kºzel line§risan nºvekvŖ ®rt®ket vesz fel. Min®l nagyobb sorsz§m¼ a b§zisf¿ggv®ny (kiv®ve az 
utols·t), ann§l nagyobb szerepe van a hozamgºrbe gºrb¿let®ben, kºszºnhetŖen az egyre 
nagyobb intervallumon l®vŖ harmadfok¼ f¿ggv®nyalaknak (teh§t k¿lºnºsen a harmadik ®s 
negyedik s¼ly eset®n). Ut·bbi annak kºszºnhetŖ, hogy a magyar megfigyel®sek rºvidt§von 
koncentr§l·dnak, ²gy a csom·pontok kºzti differencia egyre nagyobb (ezt t§masztja al§ a 12. 
§bra is).  
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13. §bra Az egyes b§zisf¿ggv®nyek ®rt®ke 2008.03.06-§n 

3.1.1  A kapott  s¼lyok 

A kor§bbiak szerint a diszkontf¿ggv®ny b§zisf¿ggv®nyek line§ris kombin§ci·ja, ahol a 
feladat a ‍ s¼lyok meghat§roz§sa, ami tºrt®nhet legkisebb n®gyzetek m·dszer®vel. 

Pontosabban, a   

ὖ ρὅ ‍ρὅϽὋ Ễ ‍ρὅϽὋ ‭ 

egyenlet alapj§n (ahol ὖ a megfigyelt §rfolyamokb·l ®s ρ egyesekbŖl §ll· vektor, m²g ὅ a 

p®nz§raml§sok ®s Ὃ az ὭȢ b§zisf¿ggv®ny ®rt®kek m§trixa) line§ris regresszi·val becs¿lt¿k. 

A 11. §br§n is l§that· elemz®s alapj§n a vizsg§lt idŖszakot ®rdemes k®t r®szre bontani 
aszerint, hogy melyik intervallumban volt 4, ill etve melyikben 3 csom·pont. A kºvetkezŖkben 
a s¼lyokra kapott eredm®nyek szerepelnek ezen k®t idŖszakra bontva (2010.05.26-ig, illetve 
2012.07.19-et kºvetŖen) ¼gy, hogy azokban v®gig 4, illetve 3 csom·pont legyen. 
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14. §bra A b§zisf¿ggv®nyek s¼lyai 2002.01.01. ®s 2010. 05.26. kºzºtt 

Az elsŖ idŖszak (2002.01.01.-2010.05.26.) alatti b§zisf¿ggv®ny s¼lyokat szeml®lteti a 14. 
§bra. Ezen l§that·, hogy a k®t legvolatilisebb s¼ly (a megv§ltoz§sokat tekintve is) az elsŖ ®s 
az ºtºdik, ezt t§masztja al§ a 15. §bra is. EbbŖl megfigyelhetŖ tov§bb§, hogy a 
diszkontf¿ggv®ny gºrb¿let®t legink§bb meghat§roz· k®t s¼ly (harmadik ®s negyedik) kºzel 
§lland· az idŖszak sor§n. A 14. §bra alapj§n tov§bbi vizsg§lati lehetŖs®g, hogy a s¼lyok 
fejlŖd®s®nek trendjeit (p®ld§ul az ºtºdik 2004 ut§ni emelked®se) mennyire hat§rozz§k meg a 
csom·pontok elhelyezked®se. 

 
15. §bra A 2002.01.01-2010.05.26. idŖszak becs¿lt b§zisf¿ggv®ny s¼lyainak ®s azok megv§ltoz§sainak sz·r§sa 

(*100)  

Az egyes s¼lyok megv§ltoz§sai kºzºtti kapcsolatb·l l§that·, hogy az ink§bb meredeks®gre 
(elsŖ, m§sodik, ºtºdik) ®s az ink§bb gºrb¿letre (harmadik, negyedik) hat·k kºzºtt erŖsebb, 
m²g a k®t csoport kºzºtt alacsonyabb korrel§ci· mutatkozik (16. §bra). Ez k®t fŖkomponens 
jelenl®t®re is utalhat, amik ®rtelmezhetŖek lehetnek meredeks®gk®nt ®s gºrb¿letk®nt. Nincs 
minden lej§raton egyform§n hat· s¼ly, ²gy egyiket sem lehet azonos²tani a hozamgºrbe 
szintj®vel. Hab§r az elŖzŖ meg§llap²t§sok a diszkontf¿ggv®ny alakj§ra vonatkoznak, azok 
intuit²ve igazak a hozamgºrb®re is.  

 
16. §bra A 2002.01.01-2010.05.26. idŖszak becs¿lt b§zisf¿ggv®ny s¼lyok megv§ltoz§sainak korrel§ci·ja 

w 1 w 2 w 3 w 4 w 5  delta w 1 delta  w 2 delta  w 3 delta  w 4 delta  w 5

2,9676 0,9647 0,1981 0,2047 1,6082 0,9436 0,1969 0,0521 0,0714 0,3228

 delta w 1  delta  w 2  delta  w 3  delta  w 4  delta  w 5

 delta w 1 1,0000

 delta  w 2 -0,8796 1,0000

 delta  w 3 0,4610 -0,6091 1,0000

 delta  w 4 -0,4036 0,5034 -0,8756 1,0000

 delta  w 5 -0,6555 0,5453 -0,4786 0,4546 1,0000
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A k®t idŖszak kºzºtt v§ltakoz· csom·pontsz§m volt, ²gy ott nem ºsszehasonl²that·ak a napi 
eredm®nyek. A 2012.07.19. ®s 2014.06.30. kºzti becsl®s hasonl· eredm®nyeit tartalmazz§k a 
kºvetkezŖ §br§k. 

 
17. §bra A b§zisf¿ggv®nyek s¼lyai 2012.07.19. ®s 2014. 06.30. kºzºtt 

A 17. §bra alapj§n is az elsŖ ®s utols· b§zisf¿ggv®ny s¼lya a legvolatilisebb, megfigyelhetŖ 
tov§bb§, hogy az utols· b§zisf¿ggv®ny s¼lya trendszerŤen emelkedik. Ez kºzvetetten a 
hozamgºrbe meredekebb® v§l§s§t eredm®nyezi, ez l§that· a 22. §bra hozamfel¿let®n.  

 
18. §bra A 2012.07.19-2014.06.30. idŖszak becs¿lt b§zisf¿ggv®ny s¼lyainak ®s azok megv§ltoz§sainak sz·r§sa 

(*100)  

Az elŖzŖekhez hasonl·an, az elsŖ ®s utols· s¼ly a legvolatilisebb az elm¼lt k®t ®vet tekintve. 
Ha a megv§ltoz§sokat tekintj¿k, azaz ²gy a negyedik s¼ly alakul§s§b·l kiszŤrj¿k az elŖbb 
eml²tett trendet, akkor is ebben a k®t esetben tapasztalhat· a legnagyobb v§ltoz®konys§g, de 
m§r az elsŖ s¼ly® meghaladja az utols·®t. Ebben az idŖszakban is l§that·, hogy a 
meredeks®gre hat· s¼lyok (elsŖ ®s negyedik) volatilisek, m²g a gºrb¿letre hat·k (m§sodik, 
harmadik) kºzel §lland·nak tekinthetŖk. 

A megv§ltoz§sok kºzti korrel§ci·ra is igazak a kor§bban elmondottak a 19. §bra alapj§n. 

 
19. §bra A 2012.07.19-2014.06.30. idŖszak becs¿lt b§zisf¿ggv®ny s¼lyok megv§ltoz§sainak korrel§ci·ja 

w 1 w 2 w 3 w 4  delta w 1 delta  w 2 delta  w 3 delta  w 4

0,9538 0,1582 0,1378 1,6320 0,1425 0,0282 0,0379 0,0789

 delta w 1  delta  w 2  delta  w 3  delta  w 4

 delta w 1 1,0000

 delta  w 2 -0,6398 1,0000

 delta  w 3 0,2474 -0,7973 1,0000

 delta  w 4 -0,7855 0,4681 -0,2888 1,0000
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3.1.2  A diszkontf¿ggv®ny ®s hozamgºrbe vizsg§lata 

A b§zisf¿ggv®nyek ®s azok s¼lyainak birtok§ban m§r §br§zolhat· a diszkontf¿ggv®ny a 
vizsg§lt idŖszakra. ĉgy a 20. §bra alapj§n elmondhat·, hogy a becsl®sn®l kapott 
diszkontfaktorok teljes²tik az arbitr§zsmentess®ghez elv§rt felt®teleket, azaz a 
diszkontf¿ggv®ny 

¶ az egybŖl indul, 
¶ monoton csºkken, 
¶ ®s pozit²v. 

Ez persze nem meglepŖ annak f®ny®ben, hogy ²gy defini§ltuk a spline f¿ggv®nyeket, 
azonban megmutatja, hogy az alkalmazott numerikus elj§r§sok ezt nem rontj§k el. 

 
20. §bra A diszkontf¿ggv®ny alakul§sa 2002.01.01. ®s 2014.06.30. kºzºtt (harmadfok¼ spline) 

A diszkontf¿ggv®nyek napi alakul§s§t m®g jobban szeml®lteti a 21. §bra. Ezen 
megfigyelhetŖek p®ld§ul a 2003-as, 2008-as ®s 2011-es §llampap²rpiaci zavarok az 
alacsonyabb diszkontfaktorokon kereszt¿l (ami magasabb hozamokat induk§l, 22. §bra). A 
gºrbe meredeks®g®re lehet kºvetkeztetni az egyenletesebb §tmenetbŖl, teh§t p®ld§ul a 2007 
eleji laposabb hozamgºrb®re, melyet a 22. §bra is megerŖs²t. 
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21. §bra A diszkontf¿ggv®ny alakul§sa 2002.01.01. ®s 2014.06.30. kºzºtt a harmadfok¼ spline m·dszer eset®n 2 

A hozamgºrbe a diszkontf¿ggv®nybŖl az  

ὶὸȟὸȟ
ÌÎὨὸȟὸȟȟ‍

ὸȟ
 

ºsszef¿gg®ssel sz§m²that·.  

 
22. §bra A hozamgºrbe alakul§sa 2002.01.01. ®s 2014.06.30. kºzºtt (harmadfok¼ spline)  

Az ²gy kapott hozamgºrbe-fel¿letet §br§zolja a 22. §bra. Ezen a kor§bbiakban eml²tettek 
mellett l§that· az egyes idŖszakokban jellemzŖ magyar hozamgºrbe alakok sokf®les®ge. Ez 
az®rt l®nyeges, mert ²gy a kiv§lasztand· modellnek a legk¿lºnf®l®bb alakokat (norm§l 
meredeks®gŤ, v²zszintes, meredek, p¼pos, inverz) is elŖ kell tudnia §ll²tani. 
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23. §bra A hozamgºrbe statisztikai mutat·i (harmadfok¼ spline) 

A 23. §bra bemutatja a harmadfok¼ spline-nal kapott hozamgºrbe stiliz§lt t®nyeit. Eszerint 
az §tlagos hozamgºrbe enyh®n p¼pos, szinte lapos. A hozamgºrbe a rºvid oldalon volatilisebb, 
a lej§rattal monoton csºkken. Az 5%-os (als· hat§r) ®s 95%-os (felsŖ hat§r) percentilis pedig 
szŤk¿lŖ s§vot hat§roznak meg.  

 
24. §bra Az 1 ®s 12 h·napos autokorrel§ci· a k¿lºnbºzŖ lej§rat¼ hozamok eset®n (harmadfok¼ spline) 
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A hozamok autokorrel§ci·j§nak vizsg§lat§t 1 ®s 12 h·napra v®gezt¿k el (24. §bra). Ez 
alapj§n magas korrel§ci· tapasztalhat· az 1 h·nappal kor§bbi ®s az aktu§lis hozamszintek 
kºzºtt, ®s ez a kapcsolat kism®rt®kben, de a lej§rattal csºkken. Az egy ®vvel eltolt 
hozamszintek kºzºtti szoross§g kism®rt®kŤ, ®s hossz¼t§von magasabb, mint kºz®pt§von. Az 
egym§st kºvetkŖ hozamv§ltoz§sok kºzºtt rºvidt§von alacsony, negat²v kapcsolat van, ezut§n 
a lej§rattal emelkedik ®s pozit²v lesz, majd kºr¿lbel¿l a f®l ®ves lej§ratt·l csºkken. 

Ha megvizsg§ljuk a benchmark lej§ratok (3 ®s 6 h·nap; 1,3,5 ®s 10 ®v; 15 ®v eset®n nincs 
mindig adat) mellett a kapott hozamok megv§ltoz§sai kºzti korrel§ci·kat, akkor l§that· (25. 
§bra), hogy az egym§shoz kºzeli lej§ratok hozamv§ltoz§sai mozognak egy¿tt. LegerŖsebb a 
kapcsolat a 3 ®s 5 ®ves hozamv§ltoz§sok kºzºtt tapasztalhat· (azaz kºz®pt§von a hozamgºrbe 
kev®sb® volatilis, mint rºvidt§von), meglepŖ eredm®ny tov§bb§ a 3 h·napos ®s 1 ®ves 
v§ltoz§sok kºzti alacsony korrel§ci·. Ez annak a kºvetkezm®nye is lehet, hogy az 1 ®ves pap²rra 
m§r kevesebb hat§sa van az MNB alapkamatnak. 

 
25. §bra A hozamok v§ltoz§sai kºzti korrel§ci· k¿lºnbºzŖ lej§ratok eset®n 

A szakaszhat§rokon val· illeszked®s a gºrbe folytonoss§g§t, az elsŖ ®s m§sodik deriv§lt 
folytonoss§ga pedig a simas§g§t biztos²tja (ezek a spline f¿ggv®nyek jellemzŖi). A 26. §bra 
alapj§n, mely a 2012.09.27-ei hozamgºrb®t ®s az elsŖ k®t deriv§ltat §br§zolja, tºbb 
kºvetkeztet®st lehet levonni. Egyr®szt teljes¿lnek a felt®telek, azaz a hozamgºrbe illeszkedik 
a szakaszhat§rokon (0; 1,90; 16,08 ®vn®l), ehhez kellenek a b§zisf¿ggv®nyekben a 
csom·pontok hely®tŖl f¿ggŖ konstans tagok. Az elsŖ ®s m§sodik deriv§lt is folytonos (a 
harmadik m§r nem lenne a m§sodik csom·pontn§l l®vŖ tºr®s miatt, ezt a zºld szaggatott vonal 
jelzi), ez adja a hozamgºrbe simas§g§t. M§sr®szt, ahogy a k®k szaggatott vonalak k¿lºn 
kiemelik, ahol a deriv§lt nulla (®s a m§sodik deriv§lt nem nulla), ott lok§lis sz®lsŖ®rt®kek 
vannak. Ezek adj§k a gºrbe p¼poss§g§t, illetve U-alakj§t. A Nelson-Siegel modell eset®n az 
¼gynevezett exponenci§lis k®sleltet®s param®ter meghat§roz§s§n§l fontos szerepe lesz ezek 
hely®nek, ²gy ®rdemes r®szletesen is megvizsg§lni a sz®lsŖ®rt®keket.  

0,25 0,5 1 3 5 10

0,25 1,0000

0,5 0,8655 1,0000

1 0,3595 0,7711 1,0000

3 0,2927 0,5960 0,8236 1,0000

5 0,3540 0,5633 0,6848 0,9551 1,0000

10 0,1620 0,3917 0,5907 0,7896 0,8557 1,0000
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26. §bra A hozamgºrbe ®s annak elsŖ, illetve m§sodik deriv§ltja 2012.09.27-®n 

A 27. §bra mutatja be, hogy a vizsg§lt idŖszakban az egyes napokon h§ny sz®lsŖ®rt®k volt, 
ez alapj§n is lehet kºvetkeztetni a gºrbe alakj§ra. Az, hogy a deriv§lt sehol sem 0 azt jelenti, 
hogy a hozamgºrbe szigor¼an monoton nºvekvŖ (norm§l) vagy csºkkenŖ (inverz), az egy vagy 
k®t sz®lsŖ®rt®k eset®n a monoton szakaszok v§ltakoznak (p¼pos, U alak¼ vagy S alak¼). A 
h§rom ®s n®gy sz®lsŖ®rt®k tipikusan azt jelenti, hogy egyes sz®lsŖ®rt®kek kºrnyezet®ben az 
elsŖ deriv§lt 0 kºzeli (v²zszintes). 

 
27. §bra A napi sz®lsŖ®rt®kek sz§ma 2002.01.01. ®s 2014.06.30. kºzºtt 

A sz®lsŖ®rt®kek helye alapj§n megfigyelhetŖ, hogy az adott napon legrºvidebb lej§rat¼ (ha 
van egy§ltal§n) sz®lsŖ®rt®k rºvid idŖt§von is ingadozik a 2 ®ven bel¿li ®s 10 ®ven t¼li lej§rat 
kºzºtt (ez p®ld§ul 2012 m§sodik fel®re igaz). Ezenk²v¿l, a hossz¼ lej§ratra esŖ sz®lsŖ®rt®kek 
jellemzŖen a maxim§lis csom·pontnak megfelelŖen csºkkennek. A 28. §bra alapj§n l§that· 
tov§bb§, hogy 2006-ban a h§rom sz®lsŖ®rt®k el®g kºzel esett egym§shoz (2, 4 ®s 6 ®v), ²gy 
akkor v²zszintes volt a hozamgºrbe (a 22. §bra is ezt erŖs²ti meg).  

{ȊŞƭǎǃŞǊǘŞƪŜƪ ǎȊłƳŀ0 1 2 3 4

Darab 471 1460 1033 147 2
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28. §bra Lok§lis sz®lsŖ®rt®kek az elsŖ deriv§lt alapj§n 2002.01.01. ®s 2014.06.30. kºzºtt  

A 28. §bra alapj§n egy®rtelmŤen l§tszik, hogy a vizsg§lt idŖt§v alatt nem hat§rozhat· meg 
olyan f¿ggv®ny, mely valamelyik sz®lsŖ®rt®knek megfelelŖen ²rn§ le a fejlŖd®s®t. Azonban csak 
a rºvid vagy hossz¼ t§vot tekintve, a sz®lsŖ®rt®kek ºnk®nyes szŤr®s®vel, k®t folyamat is ad·dik 
(29. §bra), melyek becsl®s®vel egyes sz®lsŖ®rt®kek a hi§nyz· pontokban meghat§rozhat·k, 
illetve elŖrejelezhetŖk. Ezzel korl§tokat adhatunk meg a Nelson-Siegel modell eset®n az 
exponenci§lis k®sleltet®s becsl®s®re, azonban el kell dºnteni, hogy a rºvid vagy a hossz¼ t§vot 
vessz¿k-e figyelembe (a Svensson modelln®l egyszerre haszn§lhat· a kettŖ a k®t param®ter 
miatt). Tov§bb§ vizsg§lni kell azt is, hogy a t¼l rºvid, vagy t¼l hossz¼ sz®lsŖ®rt®kek a 
harmadfok¼ spline modell m·dszertani kºvetkezm®nyei-e. 
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29. §bra Lok§lis sz®lsŖ®rt®kek rºvid ®s hossz¼ lej§rat eset®n 2002.01.01. ®s 2014.06.30. kºzºtt 

3.1.3  Az illeszt®s hib§ja 

A modell eredm®nyess®g®t meghat§roz· egyik mutat·sz§m az §tlagos n®gyzetes elt®r®s 
gyºke (RMSE, Root-Mean-Square Error). Ez a megfigyelt ®s becs¿lt §rfolyamok kºzti elt®r®sek 
n®gyzeteit §tlagolja, majd veszi a gyºk®t, azaz 

ὙὓὛὉ
ρ

ὔ
ὖ ὖ ȟ 

ahol ὔ az adott napi megfigyel®sek sz§ma, ὖ pedig a megfigyelt §rfolyam. A vizsg§lat sor§n 
ezt a mutat·t haszn§ltuk az egyes modellek illeszked®s®nek ºsszehasonl²t§s§ra, ugyanis 
egyszerŤen haszn§lhat· ®s a szakirodalomban a legink§bb elterjedt. Adott napra a nagy 
elt®r®seket okoz· megfigyel®sek kiszŤr®s®vel jav²that· a hozamgºrbe becsl®se is, a 
kºvetkezŖkben az ezzel kapcsolatos eredm®nyeket tekintj¿k §t rºviden. 
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30. §bra A maxim§lis n®gyzetes hiba ar§nya a teljes n®gyzetes hib§hoz viszony²tva (harmadfok¼ spline) 

ElŖszºr megvizsg§ltuk, hogy mely napokon volt valamelyik pap²r n®gyzetes hib§ja kiugr· a 
tºbbi megfigyel®shez k®pest. Ez®rt §br§zoltuk a maxim§lis n®gyzetes hiba ar§ny§t16, illetve az 
§tlagos n®gyzetes hib§t is (ez az RMSE mutat· n®gyzete), ahogy a 30. §bra mutatja.  Ezen 
l§that·, hogy a maxim§lis n®gyzetes hiba ar§nya 20 ®s 50 sz§zal®k kºr¿l ingadozik, az efºlºtti 
®rt®k eset®n ®rdemes megfontolni a hib§t eredm®nyezŖ pap²r kiszŤr®s®t a megfigyel®sek 
kºz¿l.  

                                           

16 
В
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31. §bra A maxim§lis n®gyzetes hib§k darabsz§ma k¿lºnbºzŖ pap²rok eset®n (harmadfok¼ spline) 

A 31. §bra bemutatja, hogy az egyes ®rt®kpap²rok h§nyszor adt§k a legnagyobb n®gyzetes 
hib§t a vizsg§lt idŖszak folyam§n. Az egyes oszlopokat megbontottuk aszerint, hogy az adott 
napon a pap²r benchmark volt-e vagy sem. Ez alapj§n l§that·, hogyha nem naponta szeretn®nk 
kiszŤrni megfigyel®seket, hanem a teljes idŖszakra adott pap²rokat, akkor j· v§laszt§s a 
2009/B, 2011/A, 2017/A. Ezek amellett, hogy sokszor adj§k a legnagyobb hib§t a legtºbb 
esetben nem benchmark pap²rok. A lej§rat szerinti megoszl§st egy k®sŖbbi, a 118. §bra 
tartalmazza. 
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32. §bra A maxim§lis n®gyzetes hib§khoz tartoz· §llampap²rok lej§rata (harmadfok¼ spline) 

A 32. §bra a maxim§lis n®gyzetes hib§khoz tartoz· lej§ratokat szeml®lteti. Ezen 
megfigyelhetŖek az elŖzŖ §bra kiugr· ®rt®kŤ §llampap²rjai a csºkkenŖ lej§ratukon kereszt¿l. 
L§that·, hogy nem jellemzŖ egy hosszabb idŖszakon kereszt¿l, hogy ugyanaz a pap²r adn§ a 
maxim§lis hib§t, §ltal§ban tºbb pap²r v§ltakozik. 

 Az RMSE mutat·nak nem is a konkr®t ®rt®ke a l®nyeges, hanem az idŖbeli alakul§sa ®s a 
tºbbi modellhez viszony²tott relat²v ®rt®ke. Az idŖbeli alakul§st tekintve tºbbf®le kºvetkeztet®st 
lehet levonni. Egyr®szt, a kiugr· ®rt®kek adathib§ra utalhatnak, ilyen nincs a vizsg§lt 
idŖszakban a 33. §bra alapj§n. M§sr®szt tart·s kiugr§sok piaci anom§li§kat jeleznek, melyek 
valamilyen gazdas§gi esem®ny kºvetkezm®nyei, ilyen volt p®ld§ul a 2008 v®gi (®s 2009 elej®n 
¼jra felerŖsºdŖ) v§ls§g. Harmadr®szt, tart·s trendszerŤ fejlŖd®s a nem megfelelŖ modellt vagy 
a megfigyel®sekben l®vŖ m®r®si hib§t jelzi, ilyen tapasztalhat· jelen esetben a vizsg§lt idŖszak 
v®g®n.  
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33. §bra Az RMSE alakul§sa 2002.01.01. ®s 2014.06.30. kºzºtt 

Ha a benchmark pap²rok alul- vagy fel¿lbecsl®s®t vizsg§ljuk a 34. §bra alapj§n, akkor 
elmondhatjuk, hogy rºvidt§von tipikusan fel¿lbecs¿lj¿k (ez az 1-es sor) az §rfolyamokat. Ez 
modellbeli tulajdons§got jelezhet, vagy ha m§s modellekn®l is hasonl· eredm®nyt kapunk, 
akkor azt, hogy a piac tºbbnyire alul§razza a pap²rt. Ez al·l kiv®tel az 1 ®ves kincst§rjegy, ahol 
jellemzŖen alulbecs¿lj¿k a piacon megfigyelt kºz®p§rfolyamot. Hosszabb lej§ratokon a kºzel 
megegyezŖ val·sz²nŤs®g a becsl®s hib§j§nak v®letlenszerŤs®g®re utal. 

 
34. §bra Az alul- vagy fel¿lbecsl®s es®lye a benchmark pap²rok eset®n (harmadfok¼ spline) 

A v®teli ®s elad§si §rfolyamokat figyelembe vevŖ elemz®st k®sŖbb, a Nelson-Siegel 
modelln®l szerepeltetj¿k a 83. §bra kapcs§n. ¥sszess®g®ben elmondhat·, hogy hab§r a 
harmadfok¼ spline m·dszer j· illeszked®st ad, a kapott faktorok idŖsoros 
vizsg§lata nem lehets®ges, ²gy ez a modell nem javasolt ºnmag§ban az optim§lis 
portf·li·modellben a hozamgºrbe modellez®s®re. 

3.2  A Nelson -Siegel modellcsal§d 

A Nelson-Siegel modellcsal§db·l a Diebold-Li, Nelson-Siegel, Svensson ®s m·dos²tott 
Svensson modelleket vontuk be az elemz®si kºrbe. ElŖszºr bemutatjuk az optimaliz§l§sn§l 
alkalmazott m·dszertant, majd a kapott eredm®nyeket. Mind az elm®leti, mind a gyakorlati 

Prob(Xt=x) M 3 M 6 M 1 2 Y 3 Y 5 Y 1 0 Y 1 5

-1 18,05% 18,08% 58,08% 32,30% 46,59% 49,10% 47,39%

1 81,95% 81,92% 41,92% 67,70% 53,41% 50,90% 52,61%
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megval·s²t§s eset®n az R statisztikai program ôtermstrcô csomagj§t ®s annak le²r§s§t17 
haszn§ltuk. 

A haszn§lt c®lf¿ggv®ny az egyes pap²rok s¼lyozott n®gyzetes (m§sik lehetŖs®g az abszol¼t 
lenne) §raz§si hib§inak ºsszege, ahol az egyes s¼lyokat a duration reciproka18 adja. Ez 
matematikailag a kºvetkezŖ formul§t jelenti (a ‍ ®s a ‗ vektorok elemsz§m§t a 9. §bra 

hat§rozza meg):  

Ὂ ‍ȟ‗ ύ ὖ ὖ Ȣ 

Elk®pzelhetŖek m§s s¼lyoz§sok is, p®ld§ul vagy a m·dos²tott duration, vagy a bid-ask 
spread vagy a h§tral®vŖ futamidŖ reciproka. A lej§rat ®s duration alap¼ s¼lyoz§st az indokolja, 
hogy rºvidt§von tºbb megfigyel®s §ll rendelkez®sre, illetve a hossz¼ futamidejŤ kºtv®nyek 
§rfolyam§ban nagyobb volatilit§s tapasztalhat·, ²gy a kºzeli lej§ratokra ®rdemes nagyobb s¼lyt 
helyezni. A bid-ask spread reciproka eset®n a nagyobb likvidit§s¼ pap²rokra ker¿l nagyobb 
s¼ly, haz§nkban azonban az elsŖdleges forgalmaz·k a v®teli ®s elad§si §rjegyz®sei kºzºtt 
rºgz²tett a maxim§lis bid-ask spread, ²gy az nem csup§n piaci inform§ci·kat tartalmaz. A 
likvidit§st ragadja meg az is, ha a benchmark kºtv®nyekre helyez¿nk nagyobb s¼lyt, ekkor 
azonban el kell dºnteni az alkalmazott s¼lyokat. 

Az optimaliz§l§si feladat a c®lf¿ggv®ny minimaliz§l§sa, form§lisan 

ÍÉÎ
ȟ   
Ὂ‍ȟ‗ȟ 

azaz a becs¿lendŖ param®terek (9. §bra) azon ®rt®keinek megtal§l§sa, amelyek mellett az 

Ὂ ‍ȟ‗ f¿ggv®ny minim§lis.  

Ahogy kor§bban is ²rtuk, ‍ tekinthetŖ a hossz¼ lej§rat¼ hozamnak, ²gy sz¿ks®ges feltenni, 

hogy ‍ π. Hasonl·an, a rºvid hozamt·l is elv§rjuk, hogy pozit²v legyen, ²gy ‍ ‍ π 
(manaps§g vannak p®ld§k r§, hogy ez nem igaz, p®ld§ul N®metorsz§g). Tov§bbi sz¿ks®ges 
korl§t, hogy az exponenci§lis k®sleltet®s is pozit²v, ²gy ‗ π (®s ha van, ‗ π). A modellezŖ 
preferenci§ja alapj§n tov§bbi korl§tok §ll²that·k, p®ld§ul a ‍ vagy ‗  param®ter vektorokra 

als· ®s felsŖ korl§t (ez gyors²thatja a becsl®st), illetve a Svensson modell eset®n ‗ ®s ‗ 

elt®r®s®re als· korl§t (ezzel biztos²tva, hogy a harmadik ®s negyedik faktort meg tudjuk 
k¿lºnbºztetni, azaz ne legyen multikollinearit§s). Az elŖbbiek alapj§n fel²rhat· egy nemkonvex 
optimaliz§l§si feladat, §ltal§nos alakban: 

ÍÉÎ
ȟ   
Ὂ ‍ȟ‗ 

ὃ
‍

‗
ὦ 

ὰ
‍

‗
όȢ 

Itt ὦ, ὰ ®s ό vektorok, melyek a becs¿lendŖ param®terekre, illetve azok kombin§ci·j§ra 

hat§roznak meg line§ris korl§tokat. Nemkonvex optimaliz§l§si probl®m§k eset®n tºbb lok§lis 
minimum is lehet, ²gy a kapott optimum f¿gghet a kezdŖ®rt®k megv§laszt§s§t·l, azaz nem 

                                           

17 R. Ferstl ®s J. Hayden: Zero-coupon yield curve estimation with the package termstrc. Journal of 

Statistical Software, 36(1), 2010.  

18 Eg®szen pontosan ύ
В

. 
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biztos, hogy a glob§lis sz®lsŖ®rt®ket kapjuk. Erre megold§st jelent, ha k®t r®szre bontjuk az 
optimaliz§l§st, egy glob§lis ®s egy lok§lis r®szre a v§ltoz·k sz®tv§laszt§s§val. ĉgy a Nelson-
Siegel modellcsal§d eset®n §ltal§nosan a kºvetkezŖ alakban ²rhat· fel az optimaliz§l§si 
probl®ma: 

ÍÉÎὌ‗ 

ὃ‗ ὦ 

ὰ ‗ όȟ 

ahol 

Ὄ‗ ÍÉÎὊ ‍ȟ‗ 

ὃ‍ ὦ 

ὰ ‍ όȢ 

A lok§lis probl®ma a s¼lyozott legkisebb n®gyzetek m·dszer®vel megoldhat·, ami 
numerikusan egyszerŤ feladat. A Diebold-Li modell eset®n csup§n ‍ szerint kell optimaliz§lni, 

²gy ott csak a lok§lis feladatot kell megoldani. A glob§lis r®sz numerikus megold§sa p®ld§ul 
r§csm·dszerrel tehetŖ meg. A Nelson-Siegel modell eset®n ez azt jelenti, hogy a ‗-re 

vonatkoz· korl§toz· intervallumon (a Svensson-modell eset®n t®glalap) meghat§rozott ‗-

®rt®kek (r§cs) mellett kisz§m²tjuk a lok§lis feladatok optim§lis megold§s§t  ‍ᶻȟὌ‗ . 

Diszkr®t sok pont kºz¿l pedig m§r kºnnyen kiv§laszthat· a glob§lis feladat optim§lis 
megold§sa. A kor§bbi lokalit§si probl®m§t ²gy ¼gy oldjuk meg, ha a r§csm·dszerrel kapott 
megold§sb·l ind²tjuk az eredeti feladat optimaliz§l§si algoritmus§t. 

 
35. §bra A kezdŖparam®terek kiv§laszt§sa a Nelson-Siegel modell eset®n 2014.06.30-§n 
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Az elŖzŖek alapj§n az optimaliz§l§s a Nelson-Siegel ®s Svensson-modellek eset®n a 
kºvetkezŖk®ppen tºrt®nik (ennek sor§n  ‗ reciprok§t haszn§ljuk, amit †-val jelºl¿nk): 

1. meghat§rozzuk a †-ra vonatkoz· korl§tot, ami a ὰȟόȟЎʐ ȟЎʐ  n®gyelemŤ 

vektor 
o az elsŖ elem az als· korl§t (ha nincs megadva semmi, akkor a 
legkºzelebbi kifizet®s ideje) 

o a m§sodik elem a felsŖ korl§t (ha nincs megadva semmi, akkor a 
legt§volabbi kifizet®s ideje) 

o a harmadik elem a r§cs egyes pontjai kºzti t§vols§gok (ha nincs megadva 
semmi, akkor Ўʐ πȟς) 

o a negyedik elem a † ®s † kºzti minim§lis t§vols§g (a Nelson-Siegel 

modell eset®n nincs ilyen, a m·dos²tott Svensson-modell eset®n pedig 
multikollinearit§s nincs, ez®rt Ўʐ π) 

o a Svensson-modellek eset®n a † ®s a † param®terekre ugyanazok a 
korl§tok vonatkoznak 

2. felosztjuk a lehets®ges †-kra vonatkoz· intervallumot (Nelson-Siegel) vagy 

n®gyzetet (Svensson-modellek) 
o  † ®s † feloszt§sa egyar§nt a kºvetkezŖ: ὰ ‐, ὰ ‐ Ўʐ , ὰ

‐ ςz Ўʐ , Ễ, ὰ ‐ ὲz Ўʐ ό ‐, ahol ‐ πȟπππρ 

o a Svensson-modellek eset®n † ®s † feloszt§s§nak megfelelŖen egy 
t®glalapr§cs ad·dik 

3. az ²gy kapott fix †-kkal elv®gezz¿k a ‍ param®terek optimaliz§l§s§t  a Broydenï

FletcherïGoldfarbïShanno (BFGS) algoritmust alapul v®ve 
o sz¿ks®ges, hogy a kezdŖ®rt®kek a megval·s²that· tartom§nyba essenek, 
azaz kiel®g²ts®k a korl§toz· felt®teleket 

o a Nelson-Siegel modell eset®n a kezdŖ®rt®k a csupa egyes vektor 
o a Svensson-modellek eset®n a kezdŖ®rt®k a 0,01-ekbŖl §ll· vektor 

4. a kapott optim§lis c®lf¿ggv®ny ®rt®kek kºz¿l kiv§lasztjuk a minim§lisat, az ahhoz 
tartoz· † ®s optim§lis ‍ param®terek lesznek a kezdŖ®rt®kek 

5. ezen kezdŖ®rt®kekkel elv®gezz¿k a † ®s ‍ param®terek egyidejŤ optimaliz§l§s§t 

6. ²gy megkapjuk az optim§lis param®tereket, ami meghat§rozza a becs¿lt 
hozamgºrb®t. 

Az ®rthetŖs®g kedv®®rt bemutatjuk az optimaliz§l§s folyamat§t a Nelson-Siegel modell 
eset®n 2014.06.30-§ra. Az 1. l®p®s alapj§n, mivel elŖzetesen nem adtunk meg semmit, a 

korl§tokra ὰȟόȟЎʐ πȟρυπχȠρτȟσςσσȠπȟς ad·dott. A 2-4. l®p®seket szeml®lteti a 35. 

§bra, l§that·, hogy erre a napra a † feloszt§sa a πȟρυπψȠ πȟσυπψȠỄȠρτȟρυπψ r§csot adta (ὼ 
tengely, 2. l®p®s). Az ώ tengely az ebben a pontokban elv®gzett optimaliz§l§ssal kapott 
c®lf¿ggv®ny ®rt®kek logaritmus§t szeml®lteti (3. l®p®s), a piros pont pedig ezek minimum§t 
(4. l®p®s). Ezt a † ςȟρυ-hºz tartoz· lok§lis feladatn§l kapjuk, ahol az optim§lis 

param®terekre ‍ȟ‍ȟ‍ φȟρτυψȠσȟωχςρȠτȟυψψψ ad·dik. Ha ezekkel a 

kezdŖparam®terekkel v®gezz¿k el a nemkonvex optimaliz§l§st (5. l®p®s), akkor a kapott 

†ȟ‍ȟ‍ȟ‍ ςȟπψρψȠ φȟρπτπȠσȟωπςψȠτȟφωρσ 

lok§lis minimum (a r§cs megfelelŖ finoms§ga eset®n) glob§lis minimum is (6. l®p®s).  

A Diebold-Li modelln®l a ‍ kezdŖ®rt®ke a csupa egyes vektor, ®s emellett tºrt®nik az 

optimaliz§l§s (azaz itt csak az 5-6. l®p®s van). Az optimaliz§l§s iter§ltan, a vizsg§lt idŖszak 
minden napj§ra k¿lºn-k¿lºn ker¿lt elv®gz®sre. Az optimaliz§l§s kezdŖ®rt®keire k®t lehetŖs®g 
kºz¿l v§laszthatunk: 
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¶ allglobal m·dszer: minden napra meghat§rozza az optimaliz§l§s 
kezdŖparam®tereit 

¶ firstglobal m·dszer: az adott napi becsl®shez felhaszn§lja az elŖzŖ napi 
eredm®nyeket, azaz az optimaliz§l§s kezdŖparam®terei az elŖzŖ napi optimum 
(²gy kihagyhat· az elŖzŖ felsorol§s elsŖ n®gy pontja) 

A kºvetkezŖkben a Diebold-Li ®s Nelson-Siegel modellel kapott eredm®nyeket mutatjuk be. 

3.2.1  Diebold -Li  

Az elemz®s sor§n elsŖdlegesen a kºvetkezŖkre szerett¿nk volna v§laszt kapni: 

¶ a firstglobal ®s allglobal kezdŖ®rt®kek elŖnyei, h§tr§nyai ®s haszn§lhat·s§guk 
¶ az eredm®nyek f¿gg®se az exponenci§lis k®sleltet®stŖl 
¶ a faktorok azonos²that·s§ga szintk®nt, meredeks®gk®nt ®s gºrb¿letk®nt 
¶ az §lland· exponenci§lis k®sleltet®s hat§sa a faktorok dinamik§j§ra 
¶ a hozamgºrbe alakja a k¿lºnbºzŖ exponenci§lis k®sleltet®sek mellett 
¶ a becsl®s hib§j§nak k¿lºnf®le sz§m²t§si m·djai kºzti kapcsolat 
¶ az exponenci§lis k®sleltet®s hat§sa a v®teli ®s elad§si §rfolyam §ltal 
meghat§rozott s§vba es®sre  

¶ a k¿lºnbºzŖ exponenci§lis k®sleltet®ssel kapott faktorok ®s a piacon 
megfigyelhetŖ rºvid kamatok kºzti kapcsolat 

3.2.1.1  A KEZDŕ£RT£K MEGVĆLASZTĆSA 

A Diebold-Li modellt elŖszºr 188 (0,25 ®s 3,99 kºzºtt egyenletesen, 0,02 l®p®skºzzel) 
k¿lºnbºzŖ lambda mellett vizsg§ltuk. Az®rt ezt az intervallumot v§lasztottuk, mert kisebb 
lambd§k mellett egyes napokon nem teljes¿l az optimaliz§l§s valamelyik felt®tele (p®ld§ul, 
hogy lehets®ges megold§s legyen a kezdŖ®rt®k) a firstglobal m·dszer eset®n, ez®rt sz¿ks®ges 
lenne tov§bbi elŖk®sz¿let (a probl®m§s napok kiszŤr®se).  

 
36. §bra A lambd§k ®s a maxim§lis gºrb¿leti faktors¼lyhoz tartoz· lej§ratok kapcsolata  
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A jelenlegi vizsg§lat c®lj§nak azonban az elŖbbi intervallum is megfelel, a 36. §bra alapj§n 
a v§lasztott lambd§k eset®n a harmadik faktor s¼lya a πȟτυȠχȟρχ ïÖ intervallumon bel¿l lesz 
maxim§lis. Norm§lis piaci kºr¿lm®nyeket felt®telezve, ez azt jelenti, hogy vagy rºvidt§von, 
vagy hossz¼ t§von a hozamgºrbe meredekebb. A vizsg§lattal ennek a felt®telez®snek a 
helyess®g®t is eldºnthetj¿k (persze a harmadfok¼ spline-nal kapott hozamgºrb®k alapj§n 
egy®rtelmŤ, hogy a magyar gºrb®k alakja j·val v§ltozatosabb enn®l). L§that· tov§bb§, hogy 
0,11-n®l kisebb lambd§t nem ®rdemes v§lasztani, mivel azzal a p¼poss§g/U alak a leghosszabb 
lej§rat¼ megfigyel®s ut§n lenne (²gy a modellbŖl ®s nem az adatokb·l sz§rmazna). 

 
37. §bra Az egyes faktorok a firstglobal ®s az allglobal optimaliz§l§s eset®n (Diebold-Li, 3,99) 

A kezdŖparam®terek firstglobal megv§laszt§s§nak elŖnye, hogy ez§ltal csºkken a becsl®s 
ideje, ugyanis kevesebb optimaliz§l§st kell elv®gezn¿nk. A 37. §bra alapj§n (itt ®s k®sŖbb is a 
jelmagyar§zatban szereplŖ sz§m a lambd§ra, a ôfirô vagy ôallô a firstglobal vagy allglobal 
v§laszt§sra utal) azonban megfigyelhetŖ a m·dszer h§tr§nya, miszerint bizonyos lambd§kra a 
becsl®s beragadhat lok§lis optimumokhoz, ahonnan nem tud elmozdulni. Ez a probl®ma 
elsŖsorban az exponenci§lis k®sleltet®s h§romn§l nagyobb ®rt®kein®l jelentkezik, ®s a 
hozamgºrbe v§ltozatlans§g§t eredm®nyezi, ami ®rtelemszerŤen rendk²v¿l pontatlan becsl®st 
eredm®nyez (ezt mutatja a 42. §bra is). 

 
38. §bra Az egym§st kºvetŖ megegyezŖ optim§lis ♫  ®rt®kek sz§ma a firstglobal m·dszer eset®n 
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Ha megvizsg§ljuk, hogy a teljes idŖt§v alatt, h§ny nap nem v§ltozott a faktorok optim§lis 
®rt®ke, akkor a 38. §bra alapj§n elmondhat·, hogy kºr¿lbel¿l 2,3-as lambd§ig a firstglobal 
m·dszer is megfelelŖ eredm®nyeket ad. Ezut§n kºr¿lbel¿l 50 (az ºsszes adat 1,6%-a), 1350 
(43,4%), 2500 (80,3%) majd 2800 (89,9%) nap kapunk csak lok§lis ®s nem glob§lis 
minimumot. K®t szint kºzºtti ingadoz§s azt jelenti, hogy a v§lt§sokn§l numerikusan instabil az 
optimaliz§l§si algoritmus.  

 
39. §bra Az elsŖ faktor elt®r®se a firstglobal ®s az allglobal optimaliz§l§s eset®n (Diebold-Li, {0,25, 1,01, 3,01, 

3,99})  

A 39. §bra bemutatja az elsŖ faktor elt®r®s®t a firstglobal ®s az allglobal m·dszerek eset®n 
n®gy k¿lºnbºzŖ (0,25;1,01;3,01;3,99) lambda mellett. Ezen l§that·, hogy ha egyszer egy 
lok§lis optimumban ragad a szint, akkor ut§na nem tud egy hosszabb idŖt§von a glob§lis 
optimum kºzel®ben maradni. Tov§bb§ a v§ls§g ut§n egyszer sem egyeznek meg a firstglobal 
m·dszerrel kapott param®terek az allgloballal kapott glob§lis optimumokkal. MegfigyelhetŖ az 
is, hogy kis lambd§k eset®n (0,25 ®s 1,01) a k®t m·dszerrel kapott optim§lis elsŖ faktorok 
egy¿tt mozognak, ®rdekes azonban, hogy a nagyobb lambda (1,01) eset®n kisebb az elt®r®s. 
A legnagyobb differencia a 2008-as v§ls§g sor§n tapasztalhat·, de m®g ott is elhanyagolhat·. 
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40. §bra A m§sodik faktor elt®r®se a firstglobal ®s az allglobal optimaliz§l§s eset®n (Diebold-Li, {0,25, 1,01, 3,01, 

3,99})  

Hasonl· eredm®nyek ad·dnak a m§sodik faktor eset®n is a 40. §bra alapj§n. Ezen az 
eddigieken k²v¿l megfigyelhetj¿k, hogy az ut·bbi idŖszakban (2012 kºzep®tŖl kezdŖdŖen) kis 
lambd§k eset®n trendszerŤen pozit²v (‗ πȟςυ) vagy negat²v (‗ ρȟπρ) az elt®r®s, teh§t az 
m·dszerbeli (allglobal vagy firstglobal) k¿lºnbºzŖs®gbŖl ad·dik. L§that·, hogy a firstglobal 
esetben a faktor ®rtelmezhetetlenn® v§lik, a 25%-os meredeks®gbeli k¿lºnbs®g miatt.   

 



36 
 

41. §bra A harmadik faktor elt®r®se a firstglobal ®s az allglobal optimaliz§l§s eset®n (Diebold-Li, {0,25, 1,01, 3,01, 

3,99})  

A harmadik faktor elt®r®seit szeml®lteti a 41. §bra, erre is igazak az eddig tett 
meg§llap²t§sok, itt k¿lºnºsen megfigyelhetŖ a firstglobal optimaliz§l§s lassabb reag§l§sa a 
v§ls§gra, ami a nagyobb differenci§t adja.  

Ha megfigyelj¿k az RMSE elt®r®s®t a firstglobal ®s allglobal m·dszerek eset®n k¿lºnbºzŖ 
exponenci§lis k®sleltet®sek mellett (42. §bra), akkor ez alapj§n kis lambd§k eset®n 
tetszŖlegesen haszn§lhat· a k®t m·dszer, hab§r a vizsg§lt idŖszak v®g®n itt is megjelenik 
szab§lyszerŤs®g a hib§k elt®r®s®ben. Az elt®r®sek v®letlenszerŤs®g®t ®s term®szet®t idŖsoros 
m·dszerekkel lehet vizsg§lni, ²gy eldºnthetŖ, hogy azok a haszn§lt m·dszertanb·l vagy az 
adatokb·l (idŖben volatilis hozamgºrbe) sz§rmaznak-e. A v§ls§g ut§ni nagyobb elt®r®s az 
alacsony exponenci§lis k®sleltet®sek eset®n az elŖzŖ §br§kon szereplŖ nagyobb faktorelt®r®sek 
kºvetkezm®nye.  

 
42. §bra Az RMSE ®rt®kek elt®r®se a firstglobal ®s az allglobal optimaliz§l§s eset®n (Diebold-Li, {0,25, 1,01, 3,01, 

3,99})  

A nagy lambd§k eset®n megjelenŖ lok§lis optimumban ragad§s ®s az ebbŖl kºvetkezŖ 
®rtelmezhetetlen faktorok, illetve magas hib§k miatt ekkor az allglobal optimaliz§l§s javasolt. 
Kis lambd§k eset®n a kezdŖ®rt®k megv§laszt§s§nak m·dja tetszŖleges. A kis ®s nagy lambd§k 
kºzti hat§r eldºnt®s®hez azonban tov§bbi vizsg§latok lenn®nek sz¿ks®gesek (ahogy a kapott 
faktorok idŖsoros tulajdons§gaihoz is), ²gy az eddigi eredm®nyek alapj§n az allglobal 
optimaliz§l§s javasolt a Diebold-Li modell eset®n.  

3.2.1.2  A FAKTOROK £RTELMEZHETŕS£GE £S ALAKULĆSA 

Ebben a r®szben az allglobal optimaliz§l§ssal kapott faktorok ®rtelmezhetŖs®g®t vizsg§ljuk. 
Az empirikus faktorokat a kor§bbiakat r®szben megism®telve a kºvetkezŖ mennyis®gekkel 
azonos²tottuk ‗ πȟυρ eset®n: 

¶ szint: Ὑὸȟρς ïÖ, 
¶ meredeks®g: Ὑὸȟρς ïÖ - Ὑὸȟσ ÈĕÎÁÐ, 
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¶ gºrb¿let: ςὙὸȟσȟυρ ïÖ Ὑὸȟσ ÈĕÎÁÐὙὸȟρς ïÖ. 

Az®rt v§lasztottunk a hossz¼ hozamhoz 12 ®vet, mert ez a leghosszabb olyan eg®sz ®vŤ 
lej§rat, melyre az eg®sz idŖszak sor§n volt adat. 10 ®v is logikus v§laszt§s lett volna, ugyanis 
a 10 ®ves pap²r likvid piaca miatt az §rfolyama kev®s m®r®si hib§t tartalmaz, azonban a 10 
®ves hozamra kisebb hat§sa van a leghosszabb lej§rat¼ kºtv®nynek. A gºrb¿letn®l pedig az®rt 
v§lasztottunk 3,51 ®vet, mert ekkor lesz a harmadik faktor s¼lya maxim§lis.  

Az empirikus faktorokat a harmadfok¼ spline m·dszern®l kapott hozamokkal sz§m²tottuk ki. 
A 43. §bra alapj§n a kºvetkezŖ meg§llap²t§sokat tehetj¿k (itt jobban l§tszik az empirikus 
faktorok dinamik§ja, mint ahogy a 22. §bra kapcs§n kºvetkeztethett¿nk volna). A 2003-as 
(k¿lfºldiek §llampap²r elad§sa), 2008-as (likvidit§s kiapad§sa) ®s 2011-es (hitelminŖs²tŖk §ltali 
befektet®si kateg·ri§b·l kiker¿l®s) §llampap²rpiaci zavarok eset®n tºrt®ntek sokkhat§sok. 
2003-ban a meredeks®g csºkken®s®vel ®s a gºrb¿let 0 kºr¿li ®rt®ke miatt inverzz® v§lt a 
gºrbe, ennek piaci korrekci·ja 2006 elej®re ®rt v®get. 2008 v®g®n megemelkedtek a hossz¼ 
hozamok, illetve csºkkent a gºrbe meredeks®ge, ami a rºvid hozamok m®g nagyobb 
emelked®s®t jelentette. 2011-ben is a hossz¼ hozamok emelked®se figyelhetŖ meg, azonban 
ekkor az empirikus meredeks®get ®s gºrb¿letet nem ®rte sokkhat§s. Az ut·bbi idŖszak (2013-
2014. ®v) trendjei is l§tsz·dnak az §br§n, ¼gymint a kism®rt®kben csºkkenŖ hossz¼ hozamok, 
jelentŖsen csºkkenŖ rºvid hozamok ®s ²gy emelkedŖ meredeks®g. A magyar hozamgºrbe 
alakok sokf®les®g®re az empirikus faktorok v§ltoz®konys§ga alapj§n kºvetkeztethet¿nk. 

 
43. §bra A harmadfok¼ spline-nal kapott empirikus faktoro k 

Az empirikus szintre, meredeks®gre ®s gºrb¿letre regresszi·s modellt illesztett¿nk 
k¿lºnbºzŖ exponenci§lis k®sleltet®s felt®telez®s®vel becs¿lt faktorokkal. ElŖszºr a ‗ πȟυρ 
mellett kapott eredm®nyeket mutatjuk be a 44. §bra alapj§n. A regresszi·s modellekben nem 
szerepeltett¿nk konstans tagot19, ugyanis c®lunk a h§rom faktor ®rtelmezhetŖs®g®nek 

                                           

19 Konstans mellett is lefuttattuk a regresszi·kat, ®s azt kaptuk, hogy mindh§rom esetben (szint, 
meredeks®g, gºrb¿let) szignifik§ns, null§t·l k¿lºnbºzŖ ®rt®ket kaptunk. Ez azt mutatja, hogy a 
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vizsg§lata. A modell ®s minden kapott egy¿tthat· szignifik§ns, azok abszol¼t nagys§g§b·l 
meghat§rozhatjuk, hogy az empirikus mutat·kra melyik faktor van a legnagyobb hat§ssal. Ez 
alapj§n az empirikus szintet kºzel teljesen meghat§rozza az elsŖ faktor (ugyanis a hozz§ 
tartoz· egy¿tthat· ρȟππρσ), az Ὑ  ®rt®ke alapj§n is a teljes varianci§t szinte teljes eg®sz®ben 

megmagyar§zza a modell. Hasonl·an, az empirikus meredeks®g eset®n a legnagyobb abszol¼t 
®rt®kŤ egy¿tthat· a m§sodik faktorhoz tartozik, ®s a kapcsolat negat²v kºzt¿k. A harmadik 
faktor az empirikus gºrb¿letre van legnagyobb hat§ssal, hab§r ekkor a m§sodik faktor is 
meghat§roz· (az Ὑ  ®rt®ke is csºkken a m§sik kettŖhºz k®pest). Ezek alapj§n elmondhat·, 

hogy ‗ πȟυρ mellett a faktorok ®rtelmezhetŖk szintk®nt, meredeks®gk®nt ®s gºrb¿letk®nt. 

 
44. §bra A faktorok regresszi·s vizsg§lata (Diebold-Li, 0,51) 

‗ σȟωω mellett vizsg§lva a regresszi·s modell eredm®nyeit (45. §bra) l§that·, hogy ekkor 

az empirikus szint eset®n az elsŖ faktor egy¿tthat·ja m§r t§volabb van egytŖl (0,9832), 
tengelymetszet mellett 1-hez t§volabbi ®rt®k (0,9832) ad·dna. Az empirikus meredeks®g ®s 
gºrb¿let eset®n azonban sokkal kev®sb® egy®rtelmŤ a megfeleltethetŖs®g, mint πȟυρ-es 

lambda mellett (a tengelymetszet melletti regresszi· ugyanilyen eredm®nyre vezetne). Ezek 
®s a kºvetkezŖ §br§k alapj§n elmondhat·, hogy a faktorok min®l jobb azonos²that·s§g§hoz 
kisebb exponenci§lis k®sleltet®s sz¿ks®ges. 

 
45. §bra A faktorok regresszi·s vizsg§lata (Diebold-Li, 3,99) 

Az egyes faktorok alakul§s§t az exponenci§lis k®sleltet®s k¿lºnbºzŖ ®rt®kei mellett (kicsi: 
0,25; kºzepes: 2,01; nagy: 3,99) vizsg§ltuk. A 46. §bra mutatja a szint alakul§s§t. Ezen l§that·, 
hogy a ‗ πȟςυ esetben az elsŖ faktor fejlŖd®se elt®r a m§sik k®t esettŖl, amelyek dinamik§ja 
kºzel megegyezik. £rdemes megfigyelni, hogy a nagyobb v§ltoz§ssal j§r· sokkok eset®n a 
v§ltoz§s ir§nya ellent®tes, ami a kicsi lambda ®rt®k mellett kºzgazdas§gilag helytelen 
kºvetkeztet®sekre vezetne. Ez k¿lºnºsen igaz a 2008-as v§ls§g idŖszak§ra, ahol ez alapj§n a 
hozamszint 0 kºzel®be esett. Ez is mutatja, hogy a magyar adatok eset®n meglehetŖsen neh®z 
a teljes idŖszakra megfelelŖ lambda kiv§laszt§sa, ugyanis a rezsimv§lt§sok ekkor sz®lsŖs®ges 
becsl®sekhez vezethetnek. Teh§t nem megfelelŖ a t¼l kicsi exponenci§lis param®ter haszn§lata 
sem a Diebold-Li modell eset®n.  

                                           

hozamgºrb®t le²r· empirikus mutat·kra tov§bbi (esetleg makrogazdas§gi, lej§rati, likvidit§si) faktorok 
is hat§ssal lehetnek. 

Koefficiensek ǇπŞǊǘŞƪKoefficiensek ǇπŞǊǘŞƪKoefficiensek ǇπŞǊǘŞƪ

BETA 1 DL 0.51 0,998592261 0,0000 0,011069845 0,0000 0,014158297 0,0000

BETA 2 DL 0.51 0,154847351 0,0000 -0,779399255 0,0000 -0,172278381 0,0000

BETA 3 DL 0.51 0,153963081 0,0000 0,109611445 0,0000 0,380854676 0,0000

C ǎȊƛƎƴƛŦƛƪŀƴŎƛłƧŀ

ǊπƴŞƎȅȊŜǘ 0,911283

0

Dmw.«[9¢a9w959Y{;DSZINT

0 0

0,999955 0,967510

Koefficiensek ǇπŞǊǘŞƪKoefficiensek ǇπŞǊǘŞƪKoefficiensek ǇπŞǊǘŞƪ

BETA 1 DL 3.99 0,983231612 0,0000 0,022488603 0,0000 0,001495474 0,0000

BETA 2 DL 3.99 0,05041832 0,0000 -0,413544258 0,0000 0,284482242 0,0000

BETA 3 DL 3.99 0,007736906 0,0000 -0,285671507 0,0000 0,23917385 0,0000

C ǎȊƛƎƴƛŦƛƪŀƴŎƛłƧŀ

ǊπƴŞƎȅȊŜǘ

Dmw.«[9¢a9w959Y{;DSZINT

0,9954920,9703730,999513

0 0 0
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46. §bra Az elsŖ faktor alakul§sa az allglobal m·dszer eset®n (Diebold-Li, {0,25, 2, 01, 3,99})  

Ha az ºsszes vizsg§lt lambda mellett §br§zoljuk az elsŖ faktor alakul§s§t (47. §bra), akkor 
azt tapasztaljuk egy adott napra vonatkoz·an, hogy nagyobb exponenci§lis k®sleltet®s eset®n 
jellemzŖen az elsŖ faktor becsl®se is nagyobb ®s a nºveked®s ¿teme lassul. L§that·, hogy 
alacsonyabb lambd§k eset®n az elsŖ faktor idŖbeli volatilit§sa is nagyobb, mint hosszabbakra 
(a 46. §bra is ezt mutatja). A magasabb elsŖ faktorok (®s ²gy hossz¼ t§v¼ hozamok) k¿lºnºsen 
sokkhat§sok eset®n igazak.  

 
47. §bra Az elsŖ faktor alakul§sa a vizsg§lt lambd§k mellett az allglobal m·dszer eset®n 

A m§sodik faktor eset®n is megfigyelhetŖ, hogy kicsi lambda eset®n a faktor dinamik§ja 
§ltal§ban ellent®tesen mozog, mint kºzepes ®s nagy exponenci§lis k®sleltet®s mellett. A 
szinttel ellent®tben azonban itt m§r nem mozog egy¿tt a faktor ‗ ςȟπρ ®s ‗ σȟωω eset®n, 
sŖt ut·bbin§l az idŖszak v®g®n sz®lsŖs®ges ®rt®keket kapunk (l§ttuk a regresszi· vizsg§latn§l, 
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hogy ekkora lambda mellett ez m§r kev®sb® hat§rozza meg az empirikus meredeks®get). A 
harmadfok¼ spline m·dszerrel kapott eredm®nyek (22. §bra) alapj§n az idŖszak v®g®n 
emelkedŖ a hozamgºrbe, ²gy ekkor negat²v m§sodik faktort v§runk, ez egyed¿l a kicsi lambda 
mellett teljes¿l. 

   
48. §bra A m§sodik faktor alakul§sa az allglobal m·dszer eset®n (Diebold-Li, {0,25, 2,01, 3,99})  

A 49. §bra a m§sodik faktor alakul§s§t mutatja a vizsg§lt lambd§k mellett. L§that·, hogy 
ennek dinamik§ja sokkal jobban f¿gg az exponenci§lis k®sleltet®stŖl, fŖleg a v§ls§got kºvetŖen 
kapunk elt®rŖ eredm®nyeket. Az idŖszak v®gi nagy lambda ®rt®kek mellett a kapott m§sodik 
faktorok elŖjelei ®s nagys§gai kºzgazdas§gilag ºnmagukban azt vonn§k maguk ut§n, hogy a 
hozamgºrbe meredeken csºkkenŖ (de ez persze nem igaz, 22. §bra) Ez is azt t§masztja al§, 
hogy a lambda megv§laszt§sa kiemelt jelentŖs®gŤ a hozamgºrbe alakja szempontj§b·l, illetve 
hogy a 2008-as v§ls§g val·ban struktur§lis tºr®st jelentett. Az eddigiek alapj§n azonban nem 
jelenthetŖ ki egy®rtelmŤen, hogy az exponenci§lis k®sleltet®s kis ®rt®ke jobb volna, ugyanis 
ahogy l§ttuk is (44. §bra ®s 45. §bra), a meredeks®gre a m§sodik faktoron k²v¿l a harmadik is 
hat§ssal van (a lambd§t·l f¿ggŖ m®rt®kben). 
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49. §bra A m§sodik faktor alakul§sa a vizsg§lt lambd§k mellett az allglobal m·dszer eset®n 

Nagy lambda eset®n a magas ®s pozit²v m§sodik faktorokat korrig§lj§k a harmadik faktorok, 
hogy az idŖszak v®g®n a val·s§gnak megfelelŖ hozamgºrb®ket kapjuk (v®geredm®nyben ‗
σȟωω mellett is emelkedŖ gºrb®ket kapunk, 55. §bra). Ezt a korrig§l§st figyelhetj¿k meg a 50. 
§bra alapj§n is, ugyanis a vizsg§lt idŖszak v®g®n a nagy exponenci§lis k®sleltet®sn®l 
®rtelmezhetetlen¿l alacsony harmadik faktorok ad·dnak. MegfigyelhetŖ tov§bb§ (ami a 
m§sodik faktor eset®ben nem volt igaz), hogy mindh§rom gºrbe azonos ir§nyba v§ltozik, csak 
elt®rŖ nagys§ggal.  

 
50. §bra A harmadik faktor alakul§sa az allglobal m·dszer eset®n (Diebold-Li, {0,25, 2,01, 3,99})  

Ha megvizsg§ljuk a harmadik faktor adott napra vonatkoz· f¿ggŖs®g®t az exponenci§lis 
k®sleltet®stŖl, akkor azt l§thatjuk a 51. §bra alapj§n, hogy a monotonit§s pont ellent®tes, mint 
a m§sodik faktor eset®ben (50. §bra). A lambda emelked®s®vel egyre sz®lsŖs®gesebb 
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becsl®sek ad·dnak,  ugyanis a regresszi·s vizsg§lat alapj§n kev®sb® f¿ggnek az egyes 
faktorokt·l az empirikus mutat·i az elŖ§ll²tand· hozamgºrb®nek (fŖleg a meredeks®g ®s a 
gºrb¿let), ez az §br§n is megfigyelhetŖ. 

 
51. §bra A harmadik faktor alakul§sa a vizsg§lt lambd§k mellett az allglobal m·dszer eset®n 

A faktorok vizsg§lata alapj§n elfogadhat·, hogy azok ®rtelmezhetŖek szintk®nt, 
meredeks®gk®nt ®s gºrb¿letk®nt. Az idŖbeli fejlŖd®s¿k alapj§n pedig elmondhat·, hogy az 
exponenci§lis k®sleltet®sre se t¼l alacsony, se t¼l magas ®rt®k nem haszn§lhat· (ezt a 2008-
as v§ls§g alatti viselked®s¿kbŖl hat§rozhatjuk meg).  

3.2.1.3  A KAPOTT HOZAMG¥RB£K 

A kºvetkezŖkben a kapott hozamgºrb®ket tekintj¿k §t k¿lºnbºzŖ exponenci§lis 
k®sleltet®sek mellett. A lambda ®rt®k®re 0,51-es ®s 3,99-es ®rt®keket v§lasztottunk a vizsg§lt 
intervallum k®t sz®l®rŖl, az optimaliz§l§s kezdŖ®rt®keit allglobal m·dszerrel v§lasztottuk. 

 
52. §bra A hozamgºrbe alakul§sa 2002.01.01. ®s 2014.06.30. kºzºtt (Diebold-Li, 0,51)  
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Alacsony lambda mellett l§that· (52. §bra), hogy hasonl· fel¿letet kapunk, mint a 
harmadfok¼ spline eset®n (22. §bra). Fontos megfigyelni, hogy nincsenek kiugr· ®rt®kek, az 
egyes lej§ratok eset®n a hozamok idŖben folytonosan v§ltoznak.  

 
53. §bra A hozamgºrbe elt®r®se a Diebold-Li (0.51) ®s a harmadfok¼ spline modellek kºzºtt 

A harmadfok¼ spline m·dszerrel kapott hozamgºrb®vel val· elt®r®seket szeml®ltetve a 
legjelentŖsebb elt®r®s rºvid t§von figyelhetŖ meg. Az idŖszak elej®n ®s a 2008-as v§ls§g 
kºvetkezm®nyek®nt tapasztalhat· nagyobb elt®r®s, a teljes idŖszakra pedig jellemzŖ, hogy az 
elt®r®sek trendszerŤek, ²gy a modellek k¿lºnbºzŖs®g®bŖl fakadnak. 

 
54. §bra A hozamgºrbe abszol¼t elt®r®se a Diebold-Li (0.51) ®s a harmadfok¼ spline modellek kºzºtt 2. 

Ha lej§rat szerint tekintj¿k az abszol¼t elt®r®sek §tlag§t, 5%-os ®s 95%-ºs percentiliseit a 
teljes idŖszakra vonatkoz·an, akkor az 54. §bra gºrb®it kapjuk. Itt l§that·, hogy az elt®r®sek 
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§tlaga csºkken, majd be§ll egy kºzel 100 b§zispontos szintre, hossz¼ t§von pedig ¼jb·l 
emelkedik. A percentilisek gºrb®i jellemzŖen a lej§rat nºveked®s®vel egyre szŤkebb s§vot 
hat§roznak meg, azonban fŖleg a f®l®ves lej§ratig el®g nagy elt®r®sek lehetnek a vizsg§lt 
idŖszak folyam§n. 

 

 
55. §bra A hozamgºrbe alakul§sa 2002.01.01. ®s 2014.06.30. kºzºtt (Diebold-Li, 3,99 )  

Nagy lambda (3,99) eset®n l§thatjuk a 55. §bra alapj§n, hogy a kapott hozamgºrbe is 
kedvezŖtlen tulajdons§g¼. Rºvid t§von sz®lsŖs®ges, a val·s§gt·l elt®rŖ eredm®nyeket 
tapasztalunk. L§that·, hogy ilyen exponenci§lis k®sleltet®s mellett a 2008-as v§ls§g elŖtt alul- 
(0% kºr¿li), majd fel¿lbecsli (14% kºr¿li) a modell a rºvid kamatokat. 

 
56. §bra A hozamgºrbe abszol¼t elt®r®se Diebold-Li modellek kºzºtt 0,51-es ®s 3,99-es lambda eset®n  
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Az abszol¼t elt®r®sek §br§zol§s§n§l (56. §bra) l§that·, hogy rºvid t§von jelentŖs az elt®r®s, 
kezdetben tºbb, mint 5% a k®t modell kºzºtt (azonban csak 1,60%-os elt®r®sig §br§zoltuk az 
y tengelyt). L§that·, hogy az abszol¼t elt®r®sek §tlaga ezut§n jellemzŖen csºkken, azonban 
h§rom lej§ratn§l (0,42; 1,48 ®s 7,27 ®v) lok§lis minimum tapasztalhat·, ahol a percentilisek 
s§vja is csºkken. Ezen lej§ratok azonban nem azok, amelyekn®l az lambda mellett maxim§lis 
a gºrb¿let s¼lya (azonban ®rdemes lehet a lambd§t·l val· f¿gg®s®t vizsg§lni).  

A kapott hozamgºrb®ket szeml®ltetve elmondhat·, hogy az exponenci§lis k®sleltet®sekre 
vonatkoz· vizsg§lt intervallum elej®n l®vŖ ®rt®kek lehetnek megfelelŖ v§laszt§sok a magyar 
megfigyel®sek alapj§n.  

3.2.1.4  AZ ĆTLAGOS N£GYZETES ELT£R£SEK VIZSGĆLATA 

A modellek kºzti v§laszt§s legfontosabb eleme, hogy a becsl®s mekkora hib§t eredm®nyez. 
Hab§r az optimaliz§l§sn§l s¼lyozott elt®r®s n®gyzeteket haszn§lunk, az ºsszehasonl²t§sn§l az 
§rfolyamok §tlagos n®gyzetes elt®r®snek gyºk®t (RMSE) vett¿k alapul. Az®rt dºntºtt¿nk 
emellett, mert ²gy a k¿lºnbºzŖ modellek (spline, Nelson-Siegel ®s affin t²pus¼ak) egys®ges 
keretben, az optimaliz§l§s m·dszertan§t·l f¿ggetlen¿l hasonl²that·k ºssze. 

 
57. §bra Az RMSE alakul§sa az allglobal m·dszer eset®n (Diebold-Li, {0,31, 2,09, 3,91})  

ElŖszºr h§rom, a vizsg§lt intervallumot lefedŖ lambda mellett §br§zoltuk a napi RMSE 
®rt®keket a vizsg§lt idŖszak folyam§n. Ahogy az 57. §bra is mutatja a lambda nºveked®s®vel 
az RMSE ®rt®k is nºvekszik. Ez azt sugallja, hogy a magyar adatok alapj§n a hozamgºrbe 
p¼poss§ga/U-alakja jellemzŖen hosszabb lej§ratokon van. MegfigyelhetŖ tov§bb§, hogy a 
becsl®s hib§ja a megfigyel®sekben l®vŖ zajt·l is f¿gg az exponenci§lis k®sleltet®sen k²v¿l, 
ugyanis a h§rom gºrb®ben hasonl· trendek figyelhetŖk meg. 
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58. §bra Az RMSE alakul§sa az allglobal m·dszer eset®n 

Az elŖzŖ §br§n l§that· trendek figyelhetŖk meg az 58. §bra alapj§n is, azaz p®ld§ul alacsony 
lambd§k eset®n jellemzŖen kisebb RMSE ®rt®keket kapunk. L§that· tov§bb§, hogy 
meredekebb emelked®s a volatilisebb idŖszakokban tapasztalhat·, ami a fix exponenci§lis 
k®sleltet®ssel rendelkezŖ modell idŖbeli rugalmatlans§g§t jelzi.  

 
59. §bra  A legjobb napi RMSE ®rt®khez tartoz· lambda 

Az 59. §bra bemutatja, hogy az adott napon milyen lambda mellett kapjuk a legkisebb RMSE 
®rt®keket. L§that·, hogy sokszor a 0,25 als· hat§r adja a legpontosabb becsl®st, m®g kisebb 
lambd§k eset®n jobb illeszked®st kapn§nk (azonban ekkor az elsŖ faktor alakul§sa romlik el az 
46. §bra alapj§n). MegfigyelhetŖk tov§bb§ szab§lyszerŤ emelked®sek, illetve csºkken®sek is, 
ezek a gazdas§gi kºrnyezet v§ltoz§s§nak (mini rezsimv§lt§sok) kºvetkezm®nyei elsŖsorban. 
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60. §bra A napi sorrend az RMSE ®rt®kek alapj§n 

A lambd§k RMSE szerinti napi sorrendj®t a 60. §bra mutatja be.  A k®kbŖl pirosba val· 
§tmenet jelzi az egyre nºvekvŖ helyez®st, azaz a sºt®tk®k a legjobb, a vºrºs a legrosszabb 
illeszked®st jelenti. Ezen is l§that·k (ahogy az 59. §bra is mutatta)  a legjobb illeszked®st ad· 
exponenci§lis k®sleltet®sek, melyek 2010-tŖl kezdŖdŖen vesznek fel magasabb ®rt®ket, ebben 
az idŖszakban azonban j·val kev®sb® f¿gg az RMSE a lambda megv§laszt§s§t·l az 58. §bra 
alapj§n. Az optimaliz§ci· stabilit§s§t jelzi, hogy a legjobb helyez®sek val·ban lok§lis 
minimumot jelentenek, ugyanis kºzel¿kben folytonosan emelkedik az illeszked®si hiba. ĉgy ha 
egy adott napon az optim§lis param®ternek a legkisebb RMSE-t eredm®nyezŖ lambd§t ®s a 
hozz§tartoz· faktorokat v§lasztjuk, akkor l®nyeg®ben a Nelson-Siegel modell 
optimaliz§ci·j§nak elsŖ n®gy l®p®s®t v®gezz¿k el, ha a lambd§ra vonatkoz· korl§toz· 
intervallum a πȟςυȠσȟωω ®s a l®p®skºz 0,02. 

 
61. §bra Az egyes lambd§khoz tartoz· legjobb napi RMSE-k sz§ma 

Ha az idŖszak sor§n ºsszes²tj¿k az adott lambd§hoz tartoz· legjobb napi RMSE-k sz§m§t, 
akkor az 61. §bra ad·dik (a 0,25-hºz tartoz· 808-as ®rt®ket nem §br§zoltuk). Itt is 
megfigyelhetŖek a kor§bban eml²tettek, azaz az exponenci§lis k®sleltet®s nºveked®s®vel egyre 
csºkkenŖ m®rt®kben, de kevesebb napon lesz legkisebb az RMSE (azaz a lambd§val emelkedik 
az RMSE). Tov§bb§ az als· hat§rhoz tartoz· ®rt®k alapj§n, ha kisebb lambd§kat is vizsg§lunk, 
akkor azok eset®n csºkken az §tlagos n®gyzetes elt®r®s. A t¼l kicsi exponenci§lis k®sleltet®sek 
azonban a faktorok miatt nem alkalmazhat·k.  
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3.2.1.5  A BENCHMARK K¥TV£NYEK VIZSGĆLATA K¦L¥NB¥Zŕ HIBAF¦GGV£NYEK 

MELLETT 

A hib§k elemz®s®n®l tºbbf®le lehetŖs®g ad·dik. Egyr®szt tekinthet¿nk az §rfolyamok vagy 
a lej§ratig sz§m²tott hozamok elt®r®s®bŖl sz§m²tott mutat·kat. A sz§m²t§si m·dszer alapj§n 
lehetnek az elt®r®sek abszol¼tak, vagy n®gyzetesek, illetve s¼lyozottak vagy s¼lyozatlanok. Ez 
alapj§n a kºvetkezŖ mutat·kat sz§m²thatjuk a becs¿lt ®s megfigyelt §rfolyamok elt®r®sbŖl (a 
s¼lyozott hib§k eset®n a k®pletek megegyeznek az §rfolyammal s¼lyozott®val):  

 Abszol¼t N®gyzetes 

S¼lyozatlan ὓὃὉ
ρ

ὔ
ὖ ὖ  ὙὓὛὉ

ρ

ὔ
ὖ ὖ  

Ćrfolyammal s¼lyozott ίὓὃὉ
В

ρ
ὖ
ὖ ὖ

В
ρ
ὖ

 ίὙὓὛὉ
В

ρ
ὖ
ὖ ὖ

В
ρ
ὖ

 

H§tral®vŖ futamidŖvel 
s¼lyozott 

ύὓὃὉὸ ύὙὓὛὉὸ 

Bid -ask spreaddel 
s¼lyozott 

ύὓὃὉὦὭὨὥίὯ ύὙὓὛὉὦὭὨ ὥίὯ 

Durationnel s¼lyozott ύὓὃὉὈ  ύὙὓὛὉὈ) 

M·dos²tott durationnel 
s¼lyozott 

ύὓὃὉὈᶻ ύὙὓὛὉὈᶻ) 

62. §bra Az §raz§s hib§j§nak lehets®ges sz§m²t§si m·djai 

A benchmark pap²rokra v®gezt¿k el az §raz§si hib§k elemz®s®t, ugyanis ezek kellŖen likvid 
pap²rok ahhoz, hogy a megfigyelt §rfolyamuk kicsi m®r®si hib§t tartalmazzon. Hab§r a 
benchmark pap²rok folyamatosan v§ltoznak ®s a lej§rataik sem §lland·k, azonban a modellek 
pontoss§g§nak fŖbb jellemvon§sait megfigyelhetj¿k. Az elemz®st az exponenci§lis 
k®sleltet®sre vonatkoz· πȟυρ-es felt®telez®s mellett v®gezt¿k el. 
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63. §bra Ćraz§si hib§k (wRMSE(D*)) a benchmark diszkontkincst§rjegyek eset®n (Diebold-Li, 0,51) 

A benchmark diszkontkincst§rjegyek n®gyzetes, m·dos²tott durationnel s¼lyozott §raz§si 
hib§it tartalmazza az 63. §bra. Ezen megfigyelhetŖ, hogy a k®t legrºvidebb lej§rat (3 ®s 6 
h·nap) eset®n a hib§k mozg§sa hasonl·. Az 1 ®ves pap²r fejlŖd®se l§tv§nyosan elt®rŖ, ezt 
t§masztja al§ a 25. §bra alacsonyabb korrel§ci·ja is. Mindh§rom gºrbe eset®n megfigyelhetŖek 
trendszerŤ v§ltoz§sok, azaz az §raz§si hib§k nem v®letlenek (ugyanis akkor nem lenn®nek 
olyan idŖszakok, ahol v®gig alul-, vagy fel¿lbecs¿lj¿k az §rfolyamokat). Nagys§gukat illetŖen 
l§that·, hogy az 1 ®ves pap²rok eset®n nagyobbak az §raz§si hib§k, mint a rºvidebb lej§rat¼ak 
eset®n. 
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64. §bra Ćraz§si hib§k (wRMSE(D*)) a benchmark §llamkºtv®nyek eset®n (Diebold-Li, 0,51) 

Ugyanez figyelhetŖ meg a benchmark kºtv®nyek eset®n is, azaz a lej§rattal egy¿tt nŖ az 
§raz§si hiba is. Ezen gºrb®k eset®n is l§that·ak trendszerŤ v§ltoz§sok, ezek az §raz§si formula 
(a diszkont§lt p®nz§raml§sok ºsszege) hi§nyoss§gait jelenthetik (azaz nem vesz figyelembe 
egyes faktorokat, mint p®ld§ul a lej§rati pr®mium). A kor§bbi vizsg§latokhoz hasonl·an itt is 
kiugr· ®rt®keket tapasztalunk a 2008-as v§ls§g idŖszak§ban.  

 
65. §bra Az alul- vagy fel¿lbecsl®s es®lye a benchmark pap²rok eset®n (Diebold-Li, {0,25; 0,51; 1,01})  

Az 65. §bra bemutatja, hogy a vizsg§lt idŖszak sor§n mekkora val·sz²nŤs®ggel becsli alul- 
(-1-es sor), illetve fel¿l (1-es sor) a Diebold-Li modell k¿lºnbºzŖ lambd§k mellett a megfigyelt 
benchmark §rfolyamokat. Az 50%-t·l val· t¼l nagy elt®r®s a modell hib§j§t vagy a helytelen 
§raz§si formul§t is jelentheti. Ilyen szempontb·l a ‗ πȟςυ eset®n kapjuk a legjobb 
eredm®nyeket. Rºvid t§von a modell rugalmatlans§g§t jelzi, hogy az esetek tºbb, mint 
k®tharmad§ban fel¿lbecs¿lj¿k az adatokat (l§that· tov§bb§, hogy nem line§ris a kapcsolat a 
lambda ®s a fel¿lbecsl®s val·sz²nŤs®ge kºzºtt). £rdekes eredm®ny tov§bb§, hogy a 12 h·napos 
benchmark pap²r eset®ben jellemzŖ a megfigyel®sek alulbecsl®se a hozz§ kºzeli lej§ratokt·l 
elt®rŖen. MegfigyelhetŖ tov§bb§, hogy a 15 ®ves kºtv®ny eset®n a kapott val·sz²nŤs®gek 
mennyire elt®rŖek az egyes exponenci§lis k®sleltet®sek eset®n. 

Prob(Xt=x) M 3 M 6 M 1 2 Y 3 Y 5 Y 1 0 Y 1 5

-1 29,67% 34,36% 59,46% 34,36% 49,58% 51,58% 44,18%

1 70,33% 65,64% 40,54% 65,64% 50,42% 48,42% 55,82%

-1 18,56% 20,98% 60,84% 36,52% 41,54% 42,15% 62,19%

1 81,44% 79,02% 39,16% 63,48% 58,46% 57,85% 37,81%

-1 23,39% 21,94% 67,15% 33,24% 26,16% 46,94% 83,37%

1 76,61% 78,06% 32,85% 66,76% 73,84% 53,06% 16,63%

˂ҐлΣнр

˂ҐлΣрм

˂ҐмΣлм
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66. §bra Az egym§st kºvetŖ hib§k felt®teles val·sz²nŤs®ge (Diebold-Li, 0,51) 

A modell vagy az §raz§si formula hi§nyoss§g§t jelezheti az egym§st kºvetŖ hib§k vizsg§lata. 
Ha minden faktort figyelembe vett¿nk, akkor az illeszt®si hib§k v®letlen zajok, ehhez 
sz¿ks®ges, hogy a felt®teles val·sz²nŤs®ge az egym§st kºvetŖ hib§k elŖjel®nek megegyezzen 
a felt®tel n®lk¿li val·sz²nŤs®gekkel. P®ld§ul, ha ὢ jelºli a ὸȢ napi hiba elŖjel®t (1 a fel¿lbecsl®s, 

m²g -1 az alulbecsl®s), akkor ᴖὢ ρ ȿ ὢ ρ ᴖὢ ρȢ 

Az 66. §bra alapj§n l§that· (az egyes sorokban az ὼȟώ p§rok szerepelnek), hogy az 

egym§st kºvetŖ hib§k nem f¿ggetlenek, ugyanis p®ld§ul a 6 h·napos benchmark pap²r eset®n 
alulbecsl®st χτȟπψϷ es®llyel kºvet ¼jra alulbecsl®s, holott az alulbecsl®s felt®tel n®lk¿li 

val·sz²nŤs®ge az 65. §bra alapj§n csak ςπȟωψϷ. Ugyanez figyelhetŖ meg a tºbbi pap²r eset®n 
is, azaz alulbecsl®st (fel¿lbecsl®st) nagy val·sz²nŤs®ggel kºvet alulbecsl®s (fel¿lbecsl®s). Hab§r 
a m§sik k®t lambda eset®n nem szerepel k¿lºn §bra, de ott is hasonl· eredm®nyeket kapunk. 

Lehets®ges m§sik megkºzel²t®s, hogy ha a becs¿lt §rfolyam a v®teli ®s az elad§si §rfolyam 
kºzti s§vba esik, akkor azt hiba n®lk¿linek tekintj¿k, ²gy a hiba defin²ci·ja20 

ὖ ὖ Üȟ ÈÁ ὖ ὖ Ü

ὖ ὖ ï ȟ ÈÁ ὖ ὖ ï

πȟ ËİÌĘÎÂÅÎȢ

 

 
67. §bra Az alul- vagy fel¿lbecsl®s es®lye a benchmark pap²rok eset®n (bid-ask s§v, Diebold-Li, {0,25; 0,51; 

1,01})  

Azt vizsg§lva, hogy a becsl®s beleesik-e a v®teli- ®s elad§si §rfolyamok meghat§rozta s§vba, 
azt tapasztaljuk, hogy rºvid t§von egyre nºvekvŖ m®rt®kben illeszkedik jobban a modell, mint 
hossz¼ t§von (p®ld§ul a 3 ®ves kºtv®ny eset®n csup§n az esetek kºr¿lbel¿l 6%-§ban ker¿l¿nk 
a s§vba, 67. §bra). Tov§bb§ ®rdemes megfigyelni, hogy jellemzŖen a becs¿lt §rfolyam fel¿l 
esik ki a megfelelŖ s§vb·l (kiv®ve a 12 h·napos ®s 15 ®ves pap²rt, ez ºsszhangban van a 
kor§bbi eredm®nnyel).  

                                           

20 R. R. Bliss: Testing term structure estimation methods. Working Paper Series (Federal Reserve 
Bank of Atlanta), 96(12):1 -42, 1996. 

Prob(Xt+1=y | Xt=x) M 3 M 6 M 1 2 Y 3 Y 5 Y 1 0 Y 1 5

-1-1 84,58% 74,08% 90,06% 75,77% 79,16% 83,28% 89,91%

-11 15,42% 25,92% 9,94% 24,23% 20,84% 16,72% 10,09%

1-1 3,52% 6,88% 15,37% 13,89% 14,86% 12,24% 16,51%

11 96,48% 93,12% 84,63% 86,11% 85,14% 87,76% 83,49%

Prob(Xt=x) M 3 M 6 M 1 2 Y 3 Y 5 Y 1 0 Y 1 5

-1 16,22% 11,68% 15,19% 29,83% 41,86% 37,29% 32,21%

0 40,99% 56,50% 73,23% 6,08% 10,94% 19,92% 21,36%

1 42,79% 31,82% 11,58% 64,09% 47,20% 42,79% 46,43%

-1 5,24% 2,96% 13,19% 32,53% 34,91% 30,18% 42,15%

0 49,61% 68,21% 77,73% 5,66% 10,17% 18,40% 26,48%

1 45,14% 28,83% 9,07% 61,81% 54,92% 51,42% 31,37%

-1 13,00% 6,44% 20,53% 29,44% 23,13% 33,82% 56,18%

0 38,96% 67,66% 67,12% 5,60% 6,82% 19,08% 28,89%

1 48,04% 25,90% 12,36% 64,96% 70,05% 47,10% 14,93%

˂ҐлΣнр

˂ҐлΣрм

˂ҐмΣлм
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68. §bra Az egym§st kºvetŖ hib§k felt®teles val·sz²nŤs®ge (bid-ask s§v, Diebold-Li, 0,51) 

A tov§bbiakban csak πȟυρ-es exponenci§lis k®sleltet®s mellett §br§zoltuk az eredm®nyeket, 
azonban azok hasonl·k a m§sik k®t esetben is. Az 68. §bra felt®teles val·sz²nŤs®geit vizsg§lva 
az eddigiekhez hasonl·an elmondhat·, hogy alul-/fel¿l-/pontos becsl®st nagy val·sz²nŤs®ggel 
ugyan¼gy alul-/fel¿l-/pontos becsl®s kºvet. A v§lt§sokn§l elt®r®s tapasztalhat· a 
kincst§rjegyek ®s kºtv®nyek kºzºtt, ugyanis m²g elŖbbiek eset®n jellemzŖen pontatlan 
becsl®sbŖl pontos lesz, m²g ut·bbiak eset®n pontatlanb·l szint®n pontatlan (azaz alulbecsl®sbŖl 
fel¿lbecsl®s, vagy ford²tva). Ez azt mutatja, hogy a kºtv®nyek §rfolyama jobban ®rz®keny a 
hozamgºrbe v§ltoz§saira. 

 
69. §bra A benchmark §llampap²rok §raz§si hib§j§nak percentilisei (Diebold-Li, 0,51) 

Ezut§n megvizsg§ltuk, hogy milyen eredm®nyeket kapunk, ha az 62. §bra k¿lºnbºzŖ 
sz§m²t§si m·djai mellett hat§rozzuk meg a hib§kat. Fontos megeml²teni tov§bb§, hogy mivel 
az optimaliz§l§s ύὙὓὛὉὈ) mellett tºrt®nik, ²gy ez csup§n ut·lagos sz§m²t§s. Az 69. §bra a 

benchmark pap²rok napi §raz§si hib§inak 95%-os percentiliseit tartalmazza, azaz enn®l az 
®rt®kn®l 95%-os val·sz²nŤs®ggel nem kºvet¿nk el nagyobb hib§t az adott pap²r napi 
§rfolyam§nak becsl®se sor§n. ĉgy a sz®lsŖs®ges napokat szŤrj¿k ki, a kor§bbiak alapj§n 

Prob(Xt+1=y | Xt=x) M 3 M 6 M 1 2 Y 3 Y 5 Y 1 0 Y 1 5

-1-1 73,62% 65,22% 70,73% 72,70% 77,88% 78,25% 85,19%

-10 25,15% 33,70% 29,27% 2,08% 1,84% 3,94% 4,35%

-11 1,23% 1,09% 0,00% 25,22% 20,28% 17,80% 10,46%

0-1 2,66% 1,51% 4,97% 10,80% 5,70% 6,64% 7,29%

00 86,25% 90,42% 91,80% 75,57% 80,38% 84,97% 88,58%

01 11,09% 8,07% 3,23% 13,64% 13,92% 8,39% 4,13%

1-1 0,14% 0,00% 0,00% 13,33% 13,01% 10,45% 13,74%

10 12,19% 19,20% 27,66% 1,15% 2,52% 3,07% 3,69%

11 87,67% 80,80% 72,34% 85,53% 84,48% 86,48% 82,56%
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elsŖsorban a v§ls§g idŖszak§nak eredm®nyeit. L§that·, hogy a s¼lyozatlan ®s §rfolyammal 
s¼lyozott §tlagos abszol¼t ®s n®gyzetes elt®r®s azonos ¿temben emelkedik a lej§rattal. 
Hasonl·an a lej§rattal nŖnek az egy®b (lej§rat, bid-ask spread, duration ®s m·dos²tott 
duration) s¼lyoz§s¼ §tlagos n®gyzetes elt®r®sek is, m²g az abszol¼t esetben csºkkennek. 
Ezekn®l a s¼lyozott hib§kn§l a s¼lyoz§s r®v®n a k¿lºnbºzŖ lej§rat¼ pap²rok becsl®si hib§ja 
nagys§grendileg megegyezik. MegfigyelhetŖ tov§bb§, hogy a percentilis ®rt®kek az abszol¼t 
®s n®gyzetes esetben rºvid t§von jobban megegyeznek, mint hossz¼ lej§rat¼ pap²rok 
eset®ben. 

 
70. §bra Korrel§ci· az benchmark §llampap²rok §raz§si hib§i kºzºtt (Diebold-Li, 0,51) 

Az 70. §bra mutatja a k¿lºnbºzŖ mutat·sz§mok kºzti korrel§ci·t a napi becsl®sek eset®n 
(az optimaliz§l§s az ºsszes pap²rra tºrt®nt, azonban most csak a benchmark pap²rok hib§it 
ºsszegezt¿k). Itt l§that·, hogy a s¼lyozatlan ®s §rfolyammal s¼lyozott §tlagos abszol¼t, illetve 
n®gyzetes elt®r®s kºzºtt magas a korrel§ci·. MegfigyelhetŖ tov§bb§, hogy a k¿lºnbºzŖ 
s¼lyoz§sok kºzºtt is nagyon erŖs, de az elŖzŖn®l gyeng®bb a kapcsolat a k®t esetben, illetve 
hogy kºzepesn®l erŖsebb kapcsolat van a k¿lºnbºzŖ s¼lyoz§s¼ §tlagos abszol¼t ®s n®gyzetes 
elt®r®sek kºzºtt. A MAE ®s RMSE kºzti magas korrel§ci· alapj§n a k®t mutat· kºzti v§laszt§s 
tetszŖleges. 

 
71. §bra Elt®r®s a n®gyzetes hibaf¿ggv®nyek kºzºtt az ºsszes §llampap²rra 0,51-es lambda mellett 

MAE sMAE wMAE (t)
wMAE 

(bid-ask)
wMAE (D)

wMAE 

(D*)
RMSE sRMSE wRMSE(t)

wRMSE 

(bid-ask)

wRMSE 

(D)

wRMSE 

(D*)

MAE 1,0000

sMAE 0,9960 1,0000

wMAE(t) 0,5946 0,6108 1,0000

wMAE(bid-ask) 0,6894 0,7081 0,9546 1,0000

wMAE(D) 0,6628 0,6781 0,9914 0,9705 1,0000

wMAE(D*) 0,6648 0,6800 0,9912 0,9705 1,0000 1,0000

RMSE 0,9750 0,9727 0,4942 0,5945 0,5651 0,5675 1,0000

sRMSE 0,9725 0,9756 0,5063 0,6083 0,5765 0,5789 0,9980 1,0000

wRMSE(t) 0,9101 0,9151 0,8196 0,8685 0,8583 0,8598 0,8599 0,8638 1,0000

wRMSE(bid-ask) 0,9224 0,9331 0,7198 0,8432 0,7760 0,7777 0,8951 0,9027 0,9539 1,0000

wRMSE(D) 0,9478 0,9523 0,7597 0,8317 0,8147 0,8164 0,9141 0,9174 0,9878 0,9704 1,0000

wRMSE(D*) 0,9483 0,9526 0,7575 0,8295 0,8126 0,8144 0,9153 0,9186 0,9874 0,9703 0,9999 1,0000
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A duration ®s m·dos²tott duration kºzti s¼lyoz§s eset®n az elŖzŖ k®t §bra alapj§n 
tetszŖlegesen v§laszthatunk a kºzel megegyezŖ eredm®nyek miatt (itt m§r az ºsszes pap²rt 
figyelembe vett¿k). Ezt t§masztja al§ az 71. §bra is, ahol l§that·, hogy a kettŖ kºzºtt a 
maxim§lis elt®r®s csup§n 0,002, mikºzben ®rt®k¿k kºr¿lbel¿l 0,03 ®s 0,7 kºzºtt mozog. A 
s¼lyozatlan ®s durationnel s¼lyozott §tlagos n®gyzetes elt®r®s k¿lºnbs®ge az idŖszak elej®n 
egy fix ®rt®k kºzºtt ingadozott, a volatilit§s a v§ls§g sor§n emelkedett, majd az idŖszak v®gi 
hozamcsºkken®ssel p§rhuzamosan trendszerŤen emelkedett. 

Az eddigiek sor§n csak egy megfelelŖen v§lasztott exponenci§lis k®sleltet®s (lambda=0,51) 
mellett v®gezt¿k el a vizsg§latot. Az eredm®nyek alapj§n az alkalmazott hibaf¿ggv®ny 
sz§m²t§si m·dja eset®n elsŖdlegesen azt kell eldºnten¿nk, hogy abszol¼t vagy n®gyzetes 
elt®r®seket haszn§ljunk-e. A kettŖ kºzºtt nem tehetŖ objekt²v k¿lºnbs®g, ²gy mivel a n®gyzetes 
jobban kiszŤri az extr®m hib§kat eredm®nyezŖ megfigyel®seket c®lszerŤ azt haszn§lni. L§ttuk, 
hogy a k¿lºnbºzŖ s¼lyoz§sok hasonl· eredm®nyeket adnak, illetve a portf·li· modellben a 
durationnek kiemelt jelentŖs®ge van, ²gy elfogadhat· az azzal val· s¼lyoz§s. 

3.2.1.6  A R¥VID KAMAT ALAKULĆSA 

A kor§bbiak alapj§n az elsŖ k®t faktor ºsszege a nagyon rºvid (pillanatnyi) kamattal egyezik 
meg. Ilyen nem figyelhetŖ meg kºzvetlen¿l a piacon, ez®rt valamilyen e c®lnak nagyj§b·l 
megfelelŖ kamatl§bhoz kell viszony²tanunk. Erre h§rom k¿lºnbºzŖ lehetŖs®get vizsg§ltunk 
meg, 

¶ az MNB alapkamatot, 
¶ az overnight BUBOR-t, 
¶ ®s a 3 h·napos benchmark hozamot. 

A jelenlegi vizsg§lat keret®ben csup§n azt elemezt¿k, hogy a kapott eredm®nyek alapj§n 
‍ ‍ az elŖzŖekben felsorolt hozamok kºzel®be esik-e (50 b§zispontos s§vhat§rt 
v§lasztottunk). A k®sŖbbiek folyam§n (a Nelson-Siegel modelln®l is) megvizsg§ljuk majd ezek 
be®p²t®s®nek lehetŖs®g®t az optimaliz§l§sba korl§tk®nt (azaz nem csak a pozitivit§st 
kºvetelj¿k majd meg).  

A szeml®ltet®shez az eddigi tapasztalatok alapj§n 0,25-ºs, 0,61-es ®s 1,01-es exponenci§lis 
k®sleltet®seket v§lasztottunk. A 72. §bra bemutatja a MNB alapkamathoz tartoz· s§vhat§rokat, 
a h§rom lambd§hoz tartoz· rºvid kamatok (faktorºsszegek) idŖsor§val egyetemben. Ezen 
megfigyelhetŖ, hogy ‍ ‍ jellemzŖen egy¿tt mozog az alapkamattal, illetve, hogy a legtºbb 
s§vhat§rs®rt®s a 2008-as v§ls§g idŖszak§ban tºrt®nt, amikor a faktorok volatilisebbek voltak. 
Tov§bbi magyar§z· t®nyezŖ, hogy az §llampap²r-§rfolyamokon kereszt¿l a faktorok 
gyorsabban (naponta) reag§lnak a piaci fejlem®nyekre, mint az MNB alapkamat (havonta). 
Ahogy a nagyobb kamatemel®sek eset®n l§that·, a faktorok alkalmazkodnak az alapkamat 
szintj®hez. EbbŖl kºvetkezŖen ®rdemes lehet a k®sŖbbekben megvizsg§lni az alapkamat mint 
makrogazdas§gi faktor beemel®s®t a hozammodellbe. 
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72. §bra A rºvid kamat ®s az MNB alapkamathoz tartoz· s§v alakul§sa (Diebold-Li, {0,25, 0,61, 1,01})  

A overnight BUBOR m§r azonnal reag§l a piaci v§ltoz§sokra, azonban a napi v§ltoz§sai 
t¼lzottan volatilisek (²gy az ilyen korl§ttal becs¿lt faktorok alapj§n k®sz¿lŖ elŖrejelz®s t¼lzottan 
volatilis lenne). A 73. §bra alapj§n a becsl®sbŖl kapott rºvid kamatok kºvetik a s§vhat§rok 
§ltali trendeket. A s§vnak val· megfelel®s optimaliz§l§sba val· beilleszt®se azonban a faktorok 
t¼lzott volatilit§s§t eredm®nyezheti, ami az idŖsoros elŖrejelz®s minŖs®g®t ronthatja. L§that· 
tov§bb§, hogy p®ld§ul ‗ ρȟπρ eset®n az idŖszak elej®n a s§v als·, m²g v®g®n a felsŖ hat§r§t 
s®rti meg a rºvid kamat, ami rezsimv§lt§sra utal. 


























































































